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Korzystalismy z faktu, ze zdarzenia
{S", = k} i {X",+ l = j} sa niezalezne.
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dla kazdego n. Na mocy poprzedniego

zadania EeAS • .; etA'n.

Biale karly

Dr TomaszKW AST

Kazda stabilna gwiazda zawdziecza swoje trwanie równowazeniu sie sil dzialajacych na kazdy
element jej objetosci. Sily te sa przynajmniej dwie: ciezar i parcie hydrostatyczne. Faktem jest,
ze parciu hydrostatycznemu pomaga cisnienie swiatla, nie bedziemy jednak go uwzgledniac, gdyz
w gwiazdach, o których bedzie mowa, jest ono nieistotne. ZatemW sferycznie symetrycznej
gwiezdzie element objetosci o jednostkowej podstawie i wysokosci dr w odleglosci r od srodka
gwiazdy wazyGM,edrlr2, gdzie M,jest masa gwiazdy zawarta w kuli o promieniu r,
e-gestoscia elementu, G - stala grawitacji. Ciezar ten jest równowazony przez róznice cisnien
dP na drodze dr. W rezultacie w kazdym punkcie wewnatrz gwiazdy spelnione jest równanie
(równowagi hydrostatycznej)

dP GM,e

Oczywiste jest ponadto, ze masadM, warstewki gwiazdy o grubosci dr wynosi4nr2edr,skad
mamy drugie równanie (ciaglosci) •

dM,
-- = 4nr2e·dr

(O innych równaniach budowy wewnetrznej gwiazd pisalismy wDelcie 12/1982.)

Z tych dwóch równan mozna od razu wyeliminowacM,.
Mianowicie: pomnozywszy pierwsze przezr2/e, zrózniczkowawszy formalnie wzgledem
r i skorzystawszy z drugiego dostajemy

_1_~(~~) = -4nGe.r2 dr e dr

Równanie to zawiera dwie funkcje niewiadomeP(r) i e(r), jest wiec nierozwiazalne, dopóki nie
okreslimy jeszcze jakiegos zwiazku miedzy nimi. Narzucajace sie tu równanie stanu gazu

doskonalego jest nieprzydatne, bo wprowadza nastepna nieznana funkcje, temperature. T~k sie
jednak sklada, ze w pewnych warunkach temperatura gazu nie ma wplywu na pozostale jego
parametry. Tak jest w niskich temperaturach lub przy duzej gestosci gazu, gdy przejawia on
wlasnosci kwantowe. Jest on wtedy tzw. gazem zdegenerowanym i jego równanie stanu jest
algebraicznym zwiazkiem miedzy cisnieniem i gestoscia, zawierajacym ponadto tylko stale
fizyczne. Nie bedziemy tego równania stanu wyprowadzac - wydluzyloby to znacznie
artykul - a ponadto bardziej zalezy nam na ukazaniu dosc niezwyklych wlasnosci gwiazd
zbudowanych z materii zdegenerowanej. Przyjmijmy wiec bez dowodu, ze parametryczne
równanie stanu elektronowego gazu zdegenerowanego ma postac:

cisnienie P = A .f(x), gestosc e = Bx3,

gdzief(x) = 2x3yl+x2-3xyl+x2+3Arsinhx,

nm4c5 8nm3c3H
A = -- = 6002· 102l Pa B = -- ~-- u = 9 739, lOBu kg/m3

3h3' , 3h3 r'e, re ,

gdzie z kolei m oznacza mase elektronu, c - predkosc swiatla, h - stala Plancka, H - mase
jednostki masy atomowej,fi. jest tzw. masa atomowa przypadajaca na jeden elektron i dla helu
wynosi dokladnie 2 (kazdy atom helu ma mase atomowa 4 i 2 elektrony), natomiast dla
pierwiastków ciezszych niewiele wiecej.

Przejdzmy w ostatnim równaniu do zmiennych bezwymiarowych(1], rp)wykonujac podstawienie

r = 1:1.1],X = Y {Prp2 - I,

l ~Agdzie ex = -- __m, a sens parametru fJ wyjasni sie za chwile. Po nieco zmudnych, ale latwych
BfJ :rrG

rachunkach dostajemy równanie
'.

_1 ~(1]2~) == _ (rp2 __ l )3/21]2 d1] d1] fJ2

Od funkcji rp(1]) bedziemy zadac, by byla unormowana(rp(O) = l) oraz stosownie "gladka"
(rp' (O) = O). Poniewaz gestosce wynosi B(fJ2rp2 - 1)3/2, a co za tym idzie - w centrum gwiazdy
mamy ec '= B(fP _1)3/2, wiec fJ jest monotoniczna funkcja gestosci centralnej i przybiera wartosci
z przedzialu (1, ex)).
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Wlasnosci bialych karlów

fJ2

eclB'7,Rlrx/l (- 1)''1/), M/Mmax,l O00 00O O
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l'3,5332,4980,7070,350
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83,7271,6671,2430,616
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274,0691,2871,5190,752

20
834,4600,9971,7100,847

50
3434,9860,7051,8650,924

100
9855,3570,5361,9320,957

00

006,897O2,018l Mamy wiec pierwszy, bardzo wazny wniosek: gestosc centralna jednoznacznie okresla strukture
zdegenerowanej gwiazdy. Bowiem w równaniu (*) mamy tylko jeden dowolny parametrf3

("gestosc centralna") i ma ono, przy narzuconych warunkach poczatkowych, rozwiazanie.- ,

Tabelka podaje niektóre parametry bialych karlów w zaleznosci odf3 (dolny wskaznik" l"

oznacza wartosc danej funkcji na powierzchni gwiazdy, czyli tam, gdzierp('Yf) przyjmuje po raz
pierwszy wartosc zero:1jJ('Yfl) = O). ~oslugujac sie ta tabelka mozna samemu obliczyc np. mase
(M), rozmiary (R) bialego kalla o zadanej gestosci centralnej. Mamy bowiem

R ,,1)1 ( drp ) 1 (2A )31' ( drp )
M = 4:n\'er2dr = 4:ncx3Bf33 \' d _'Yf2_- = 4:n- -- • _'Yf2- •J J dIJ Bl :nG d'Yf 1

O O

Ostatni czynnik nawet dla najmasywniejszych gwiazd jest skonczony, zatem widzimy, ze istnieje
naturalne ograniczenie na mase bialego karla. Dla karla helowego byloby

1 (2A )3/1 5,826
Mmax = 4:n- - . 2,018 = --2- Mo = 1,456 MO.

Bl :nG. /l.

Jest to tzw. granica Chandrasekhara. Bialy karzel o takiej masie musialby miec rozmiary zerowe,
co wynika z faktu, zeR = lX'Yft = const· IJl/f3 ...• O, przy f3 ...• 00. W ogólnosci widac, ze im
masywniejszy bialy karzel, tym jest mniejszy.

Pytanie tylko - czy aby nie zajmujemy sie obiektami nieistniejacymi? Otóz nie. Nieustannie

przerabiajac wodór na hel kazda gwiazda wytwarza w swoim centrum helowe jadro. Jezeli masa
gwiazdy jest niewielka (ponizej 0,5 MO), to jej temperatura centralna jest zbyt niska, aby hel
mógl zaczac sie palic. Takie helowe jadro nie produkuje wiec energii, a tylko zwieksza mase
i ulega sciskaniu przez polozone wyzej warstwy gwiazdy. Owo sciskanie prowadzi do degeneracji
materii i tak w centrum gwiazdy, powstaje nowy osobliwy obiekt - kula zdegenerowanego helu.
Gdy zewnetrzne warstwy gwiazdy ulegna ewentualnie rozproszeniu (np. przechodzac przez faze
mglawicy planetarnej), helowe jadro zostaje odsloniete i oczom obserwatora ukazuje sie mala,
goraca gwiazda, swiecaca juz tylko dzieki stygnieciu, czyli helowy bialy karzel. Gwiazda
masywniejsza jest w stanie sprezyc helowe jadro do temperatury wyzszej od temperatury zaplonu

helu. Wtedy w centrum jadra zaczynaja tworzyc sie jeszcze ciezsze pierwiastki i tak dochodzi do
powstania gwiazdy o wielowarstwowej strukturze z jadrem np. weglowym. Po rozproszeniu
warstw zewnetrznych odslania sie bialy karzel o niejednorodnym skladzie chemicznym. Zauwazmy,
ze bez wzgledu na sklad chemiczny jego/l. ~ 2, wskutek czego jego maksymalna masa niewiele
rózni sie od przytoczonej juz granicy Chandrasekhara.

Dalsze losy takiej gwiazdy zaleza od tego, jak bardzo jej masa jest zblizona do granicy
Chandrasekhara. Malo masywne biale karly - jak powiedzielismy - po prostu juz tylko stygna,
natomiast w masywnych moze zmieniac sie/le. Odpowiedzialny za to jest tzw. rozpad beta plus,
czyli neutronizacja materii. Mianowicie, przy ogromnej gestosci materii wewnatrz gwiazdy
zachodzi "laczenie" protonów z elektronami. Liczba nukleonów pozostaje wtedy stala, lecz
ubywa elektronów, a wiec/l. rosnie. Obniza sie wtedy wartoscMmax i moze sie okazac, ze od
pewnej chwili masa karla (pozostajac nie zmieniona) musialaby byc wieksza od dopuszczalnej
przez aktualne /l •. Prawdopodobnie wtedy centralne czesci karla zapadaja sie, wyzwolona- w ten
sposób ogromna energia grawitacyjna rozrywa reszte gwiazdy i obserwujemy wybuch supernowej
I typu: Pozostaje po tym, byc moze, gwiazda neutronowa, ale to juz inna historia.

Wstawiajac za!H mase elektronu
otrzymujemy ene.rgiestanu podstawowego
pozy toni um El = -6.8 eV

(I eV = 1,6' lO-l. J), Energia

wypromieniowanego kwantu y przy
przejsciu ze stanu o n = 2 do n = l
w przypadku pionium wynosi

Wstawiajac (I) do (2) otrzymujemy energie

poziomów energetycznych atomu

Na podstawie wzoru (t) otrzymujemy
promienie orbit stanu podstawowego
pOlytonium i pionium o,dpowiednio

re = 5,3'10-11 m, rn = 1,9'10-13 m.

2 e2 1
mv .~.

E = 2 ~ - 4Jl.o 2r
(2)

Z postulatu Bohra, 2rmv = nh/2Jl,
n = 1,2, ... , i z powyzszego równania
otrzymujemy

4;reo n2h2 e2;"(

(1) r = -~- 4;"(2m ' V = 4:reo -nh

Calkowita energia ukladu pozyton-elektron
wynosi

W normalnym atomie ze wzgledu na duza
mase jadra w porównaniu z masa elektronu

srodek masy praktycznie pokrywa sie ze
srodkiem jadra. Z porównania sily
odsrodkowej i przyciagania
elektrostatycznego

Rozwiazanie zadania F 216. W egzotycznym
atomie czastki kraza po orbicie kolowej

wokól srodka masy. Poniewaz masy czastek'sa
równe, wiec srodek masy znajduje sie
w jednakowej odleglosci r od kazdej z nich.
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