
Naprawde zabladzic mozna dopiero
w przestrzeni trójwymiarowej

Wyobrazmy sobie czastke, która moze sie poruszac tylko po
prostej tak, iz w ciagu l sekundy ruchem jednostajnym przesuwa
sie o I w lewo lub o l w prawo z takim samym

prawdopodobienstwem (równym ~). W chwiliO czastka
znajdowala sie w punkcie zero. W ukladzie wspólrzednych
wykresem ruchu czastki bedzie lamana (np. taka; jak na rysunku
I). Taki ruch nazywamy bladzeniem po prostej. Pytanie, na które
chcemy znalezc odpowiedz, brzmi: Jakie jest prawdopodobienstwo
powrotu czastki do punktu zero?
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Oznaczmy przezj~ prawdopodobienstwo powrotu czastki do zera
po raz pierwszy po2n sekundach (powroty sa mozliwe tylko po
parzystej liczbie sekund), przezUn prawdopodobienstwo tego, ze
czastka po2n sekundach znajduje sie w zerze. Zauwazmy, ze przy
obliczaniu powyzszych prawdopodobienstw mozemy sie ograniczyc
do trajektorii o dlugosci2n. Przyjmijmy, iz zdarzenie czastka

powróci do zera ma pewne prawdopodobienstwof Mamy wtedy
co

/= fi +/2+ ... +j~+ ... = .J;ln.
n=1

Zauwazmy, ze nie interesuja nas liczby.r., chcemy tylko znac ich
sume·

W zbiorze trajektorii o dlugosci2n wyróznijmy trajektorie

czastek wracajacych po2n sekundach do zera - zbiórAn - oraz
trajektorie czastek wracajacych po raz pierwszy do zera po2k

sekundach - zbioryB.(k = I, ... , n). Zauwazmy, ze zbioryB.
n

sa parami rozlaczne iA" c U B •. Tak wiec ze wzoru na
k=1

prawdopodobienstwo calkowite

n

peAn) = .J; P(B.)· P(AnIB.}.
k=1

Zauwazmy, zeP(A"IB.) = P(An_.). Jesli czastka po2k sekundach
'znalazla sie w zerze, a po2n sekundach ma tam powrócic, to jej
trajektoria w czasie ostatnich2n-2k sekund bedzie taka jak
czastki startujacej z zera i wracajacej tam po2(n-k) sekundach.

Tak wiec.

n n-I
Oto dowód: Pomnózmy .J; fi przez .J; u. i zgrupujmy razem

k=1 k=O

iloczyny, w których suma wskazników jest taka sama

(.fI + ... + ln)(uo+ ... +Un_l) = [.fI' UO+ (fi' Ul + 12 . Uo)+ (.fI . U2+
+12'uI+f3'uo)+", +(.fI·U"-l+'" +fn·uo)J+ ... +[.·Un-l'

Zastepujac wyrazenia w nawiasach okraglych zgodnie z(*),

pomijajac wyrazy poza nawiasem kwadratowym i pamietajac, ze
Uo = l mamy

n n n n-l n n

.J; fi' 1;U.;" ~ fi' .J; u.;" .J; u. '= .J; u. - I.
k=1 k=O k=1 k=O k=1 k=O

n

A zatem, jeslif < l (a wiec i .J; fi < l), to/-
k=1

n

1- .J; fi
k=l

Ciag po prawej stronie jest zbiezny, a ciag po lewej jest
niemalejacy, a wiec musi byc tez zbiezny, czyliU < + 00.

Jesli u < + 00, to zsumujmy wyrazenia(*). Z lewej strony
otrzymujemy

00 00

.J; Un = .J; U" - I = U - l,
n=1 n=O

a z prawej

00 n CO 00

.J; .J;fi' U"_. = .J; fi' .J; u" = f' u.
n=l k=l k=l n=O

(Taka zmiana kolejnosci sumowania jest dozwolona, gdyz
wszystkie wyrazy sa nieujeqme.) Tak wiec

I
f'u=u-l, czyli f=I--. u

W szczególnosci wiecf < I.

Prawdopodobienstwo u" obliczyc jest latwo. Aby czastka po2n

sekundach znalazla sie w zerze, musi wykonacn ruchów w lewo
i tylez w prawo - rozlozonych dowolnie w czasie. Tak wiec

li" = (2;) .2-2". Skorzystajmy teraz ze wzoru Stirlinga
podajacego przyblizona wartoscn! i obliczmy przyblizona
wartosc u"

u" = 2-2". (2n)! _ 2-2". (2n)2". e-2" V4mt
(n!)2 - n2"'e-2"'2n:n:

n

peAn) = .J; P(B.)· P(An_.)',
k=1

Oczywiscie peAn) = Un i P(B.) = fi.
Otrzymalismy wazny dla dalszych rozwazan wzór

(*)

n

Un = .J;f.' u"~. (n;" 1).
k=1

••

Dokladniej mamy:

B"-n+ --
n! = nI'! ~ e 12n gdzie O ~ 8n ~ 1.

0,"-40" l 1
. I ~ . l - (;;; l 24nA zatemUl'! :; --e , czyli--e ~u" ~ -- e.

y,;;;- y,;;;- fmI
l .

u"- --

Tak wiec y,;;;- --- O.l n-OO

y;;;
Bedziemy dalej oznaczacan z'ns, gdy -mamy an- nS --- o.nS n_ 00

00

Mozna sprawdzic, ze gdyo" ::::n', to E o" < 00 wtedy i tylko wtedy, gdy
n=1

00

E n' < 00.
n=1



00 1
Trzeba jeszcze wiedziec, ze1:-= = + 00, by stwierdzic, iz

n=t yn1lI = l, czyli ze z prawdopodobienstwem I czastka wróci do zera.

co 00 00 2" 00

J:_I ;. 2 ~;. X 2 _1_;. X 2"' -1- = + 00
n=1 yn n=1 n n=Ok=12"+k n=O 2,2"

Inna sprawa jest, jak dlugo, srednio oczywiscie, trzeba czekac na
taki powrót. W tym celu trzeba by obliczyc

00

22n·I".
n=1

1
Otóz mozna obliczyc,. izl" ~ ~, tak wiec sredni czas

2ny;m
powrotu wynosi ...+ 00 !.

W pewnym fantastyczno-naukowym opowiadaniu autor opisuje nastepujacy
sposób podrózowania w Kosmosie. Planety polacwne sa bramami (pod- czy

nad- przestrzennymi - nie pamietam dokladnie) w lancuch tak, ze wchodzac

w brame mozemy z prawdopodobienstwem 1/2 znalezc sie na jednej z dwóch

sasiednich planet. Poczatkowo ludzie zupe1nie nie wiedza, jak sobie poradzic
z takim systemem, jak wtócic. ale ktos przypomina sobie o twierdzeniu, iz
czastka bladzaca przypadkowo po prostej z prawdopodobienstwem I wraca do
punktu wyjscia i podróznicy wchodza w bramy tak dlugo, az znajda sie znów

w punkcie startowym. Autor wiedzial, ze dzwonia, ale 0.0 srednio podróznicy
wracaliby po nieskonczonym czasie.

. 1
Korzystajac ze wzoru Stirlinga mamy, izu" ~ - i znów

1ln

00 1

z uwagi na rozbieznoscJ: - mamy I = I.
n= I 1ln

A jak jest w przestrzeni? Wyliczamyu" anal?gicznie jak
poprzednio i otrzymujemy

u" = 6-2". ~ (2n)!~ (i!)2(j!)2«n-i-j)!)2
O~r+J~n

2-2" (2n) ~, [3-"~' n_l ]2= . n .~ .. i!j!(n-i-j)! .
O.;,+)<;n

n!

Wyrazenia q) = ------ sa wspólczynnikami
i! j!(n-J- j)!

w rozwi~ieciu (a+b+c)", tj.

(a+b+e)" = 2 C~}al~e"-l-}.
O~i+j~n

(Mozna to sprawdzic podobnie jak dla zwyklych wspólczynników

Newtona w rozwini'<Ciu(a4-b)".) Podstawiajac a = b = c = l
mamy

J: 3-"q).
O..,i+ j';n

Zamiast ruchu czastki na prostej mozna rozpatrywac ruch na

plaszczyznie (rys. 2) lub w przest~zeni (rys. 3). Czastka startuje
wtedy z punktu (0,0) lub(O, O, O). W ciagu sekundy przesuwa sie

z jednakowym prawdopodobienstwem (równym dla plaszczyzny

1 1 )
- , a dla przestrzeni - w lewo, w prawo, w przód lub w tyl
4 6

(w przestrzeni dochodzi jeszcze w góre lub w dól) o 1. Tak wiec
z punktu (x, y) moze przejsc do punktów(x-l, y), (x+ 1,y),

(x, y+ l), (x, y-l) (a z punktu (x, y, z) do (x± 1,y, z),
(x, y ± l , z), (x, y, z± 1». Zadajem}' to samo pytanie co
poprzednio: Z jakim prawdopodobienstwem czastka powróci do
poczatku ukladu?

Zauwazmy, ze jeslil" i u" zdefiniujeP1Y tak jak uprzednio, to
wzór (*) pozostanie prawdziwy i dla plaszczyzny, i dla przestrzeni.
Tak wiec trzeba obliczycu". Zacznijmy od plaszczyzny. Liczba
trajektorii dlugosci 2n jest równa 42". Aby czastka znalazla sie
w zerze po2n sekundach, musi wykonac tyle ruchów w lewo,
ile w prawo i tyle 'w przód, ile w tyl. Jesli wiec ruszyla sie w lewo
k razy, to w prawo tezk, w przód (i w tyl) n-k razy. Ruchy te
mogla wykonac w dowolnej kolejnosci, wiec liczba takich
trajektorii jest równa

(2n)! (2n) (n)2(k!)2. «n-k)!)2 = n . k •

t

Rys. 2

Tak wiec

}; [3-"q}]2 ~ max [3-"q)J.
O<i+j~n O<i+j~n

Mozna sprawdzic, ze najwieksza wartoscq} przyjmuje:
n

dla i = j = - przy n podzielnym przez 3,
3

. n-l
dla i = j = -- przy n-l podzielnym przez 3,

3
n+l

dla i = j = -- przy n+ 1 podzielnym przez 3.
3

Za kazdym razem mamy (znów ze wzoru Stirlinga)

c
max q}. 3-" ~ -,

O~i+j~n n

gdzie c jest stala. Tak wiec(c, jest znów stala)

c,

Un ~--:r'n' t' n

Rys. 3

Ale k moze przybierac wartosci 0,1, ... ,n, a wiec

Wspólczynnik przy a"b" po prawej stronie równosci
n

wynosi k~O (~). (n:k)'

5

00 1

. Ale tym razem J: ---_ jest zbiezny, a wiec1< l!
n=l n,yn

00 00 2n 00

X~<;J:J: 1_<;1:2"'~=
n=2 n·Yn n=Ok=1 (2"+k)'Y2"+k n=O 2"'Y2"

i; (_I )" < +00n=O y'2

Przy dokladniejszych rachunkach mozna pokazac, zeI~0,35.

Opracowal dr Jerzy RYLL


