
(50-20) pC = 30 pc.
Q20

4:7lEo' 0,2 m
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Rozwiazanie zadania M 467. Niecha = m + n

oznacza laczny kapital.Sx - srednia dlugosc
gry przy zalozeniul ze pierwszy gracz ma
kapital poczatkowyx. Wtedy Sa = SQ = O.

Rozpatrzmy sytuacje po pierwszym rzucie
moneta. Kapital pierwszego gracza

z prawdopodobienstwem ~ wzrosnie o l2
i z takim samym prawdopodobienstwem
zmaleje o l. Dlatego dla l .;x .; a- l

l l
Sx = 2" (Sx_, + 1)+ 2" (SX+1 + 1).
skad
2 Sx = Sx~. +SX+1 +2.
Niech teraz;11 =S,-SI_. dla i = 1.2 •...• a.
Mamy ;11- ;11-. = -2. czyli ;11= c-2(i-1).
natomiast SI= ;1,+;11-,+ ... +;1, (poniewaz
Sa = O).
zatem

SI = c+c-2(i-1) 'i = (c+l-i)·i.2
Pozostaje wyznaczyc stalac. Ale SQ= (c+
+ 1- a)' a = O. stad c + l = a. Ostatecznie
SI = (a-i)' i.czyli
Sm = mon.

Proste, szkolne zadanie

Doc. dr Andrzej SZYMACHA

Jakis czas temu córka przyniosla ze szkoly nastepujace zadanie domowe:
Na dwóch izolowanych przewodzacych kulach o promieniach 10 cm i 20 cm zgromadzono
ladunJ<i -20 pC i +50 pc. Jakie ladunki Q,o i Q20 znajda sie na tych kulach po ich zetknieciu
i ponownym rozdzieleniu?

Córka szybko uporala sie z zadaniem zarabiajac nazajutrz, zawsze mile widziana, piatke. Oto
jej rozwiazanie.

I. Prawo zachowania ladunku:QIO+Q20 =

2 R· ... l' k I QIO. ownosc potencja ow u: -----
4:7lEo' 0,1 m

Odpowiedz: QIO ,,; 10 pC, Q20 = 20 pc.

Kiedy przeprowadzilem test wsród znajomych fizyków, wiekszosc ich takie wlasnie rozwiazanie,

bez namyslu, podawala. A przeciez jest to rozwiazanie calkowicie bledne. Wzór na potencjal

kuli V = -Q-- obowiazuje, gdy:
4:7lEoR

a) kula jest naladowana równomiernie,
b) nie ma w jej poblizu zadnych innych zródel pola.

W naszym zadaniu zaden z tych warunków nie jest spelniony.'Szczególnie komplikuje sprawe
fakt nierównomiernego rozkladu ladunku na powierzchniach obu kul. Zjawisko indukowania
pewnego rozkladu ladunku w przewodniku jest zawsze wspominane w elementarnych kursach

. fizyki, ale prawie nigdy nie jest badane ilosciowo ze wzgledu na powazne problemy
matematyczne, jakie sie z tym wiaza. Wyznaczanie pola elektrycznego w obecnosci
przewodników jest natomiast standardowym dzialem klasycznej fizyki teoretycznej.

W pewnych przypadkach - nasze zadanie do nich wlasnie nalezy - to trudne na ogól zagadnienie
mozna rozwiazac stosunkowo prosto. Jest tak wtedy, gdy dzialanie wyindukowanego
w przewodniku ladunku da sie zasta'pic dzialaniem jednego lub pewnej liczby fikcyjnych
ladunków punktowych. W dalszej czesci tego artykulu zbadamy oddzialywanie pojedynczego
ladunku z przewodzaca plaszczyzna, nastepnie ze sfera i wreszcie opierajac sie na uzyskanych
wynikach rozwiazemy problem podzialu ladunku miedzy dwie stykajace sie kule.

Niech pólprzestrzenx < O wypelniona bedzie przewodnikiem (rys. 1). Gdy do powierzchni
granicznej zblizymy ladunek punktowy o wartosciQ, jego pole elektryczne wywola
w przewodniku krótkotrwaly prad, który rozdzieli (dotychczas dokladnie wymieszane) ladunki
dodatnie od ujemnych. Te rozdzielone ladunki wytworza dodatkowe pole zmniejszajace plynacy

prad, az do ustalenia sie stanu równowagi, w którym prad juz nie bedzie plynal, a dodatkowe
pole elektryczne przewodnika bedzie scisle kompensowac (wewnatrz przewodnika) pole
elektryczne ladunku zewnetrznego.

Wyindukowany ladunek wystepuje wylacznie na powierzchni. Istotnie, gdybysmy przypuscili, ze
wewnatrz przewodnika jest jakis obszar o gestosci ladunku róznej od zera, to na mocy prawa
Gaussa strumien pola przez powierzchnie, otaczajaca ów obszar, musialby tez byc rózny od zera.
Jest to jednak niemozliwe, skoro poleE jest tam (tzn. wewnatrz przewodnika) równe zeru,
c.b.d.o.

Oznaczajac pole elektryczne wyindukowanego ladunku powierzchniowegoE, mamy dla x < O.

np. w punkcie P:

Jest to wazny przyklad ladunku rozciaglego wytwarzajacego pole identyczne (w pólprzestrzeni
x < O) z polem ladunku punktowego -Q umieszczonego w poczatku wektora1'. Ze wzgledu na
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symetrie jest jasne, ze pole naszegoplaskiego ladunku powierzchniowego, obserwowane
w pólprzestrzeni x > O,jest tez identyczne z polem ladunku -Q, ale umieszczonego tym razem
w zwierciadlanym odbiciu punktuA. Ladunek -Q w punkcie A' nazywa sie
ladunkiem-obrazem.

Zauwazmy, ze ogromna wiekszosc substancji przewodnika, którym tak rozrzutnie wypelnilismy
cala pólprzestrzen, nie jest w istocie do niczego potrzebna. Mozna usuwac dowolnie duze kawaly
neutralnego przeciez metalu (byle nie zaczepic o powierzchnie) nie zmieniajac wartosci pola ani
dla x < O~ani dla x > O. Wystarczy, w istocie, wziac cienka przewodzaca blache i do niej
zblizyc ladunek, a wytworzone pole elektryczne bedzie takie samo jak przy pólprzestrzeni
przewodzacej. Przewodzaca plaszczyzna rozdziela przestrzen na dwa rozlaczne obszary. Jak sie
przekonalismy, pole po jednej stronie n~ezalezy zupelnie od ladunków umieszczonych po stronie
przeciwnej. Za to pole elektryczne po stronie ladunku uzupelnione jest dodatkowym polem
ladunku indukowanego. W identyczny' sposób mozna dowodzic ekranujacego dzialania
powierzchni przewodzacej obejmujacej obszar skonczony. Dla plaszczyzny wykazalismy ponadto,
ze ladunek wyindukowany równowazny jest po stronie zródla punktowemu
ladunkowi-obrazowi umieszczonemu za ekranem.

Nim przejdziemy do badania zachowania powierzchni sferycznej, przeprowadzmy pewien
eksperyment myslowy. Rozwazmy uklad dwóch identycznych ladunków przeciwnego znaku+Q
i -Q. Ladunki te wytwarzaja pole elektryczne, które ma plaszczyzne ekwipotencjalna
o potencjale zero. Zacznijmy cienka warstwe wokól tej powierzchni wypelniac przewodnikiem.
Poniewaz wprowadzony przewodnik laczy punkty o jednakowym potencjale, nie poplynie po
nim zaden prad, nie zgromadzi sie na nim zaden ladunek. Mozemy naszym plaskim
przewodnikiem rozciac przestrzen na dwie czesci nie wywolujac zadnej zmiany pola
elektrycznego (rys. 2a).

+ -

+ -+

-
+ -

1

+ -

-Q +Q-Q
1+ -I+Q. ...+ -

++
-

+ -

ObOJelnY/1
/: -

przewodnik + -aj
bJ

Rys.2

y

Sytuacja przypomina bardzo te poprzednio rozpatrywana, ale teraz oba ladunki sa rzeczywiste,
a przewodnik nie wytwarza zadnego dodatkowego pola. Jesli jednak uwzglednic pewna
skonczona grubosc przewodnika, to poniewaz jego wnetrze musi byc wolne od pola, wiec
zgodnie z wczesniejsza analiza po obu jego stronach musza wyindukowac sie odpowiednie ladunki
ekranujace (rys. 2b). W symetrycznym polozeniu zródel zewnetrznych gestosci ladunków

indukowanych po przeciwnych stronach sa równe co do wartosci bezwzglednej i dlatego ladunki
te nie wytwarzaja pola w otaczajacej przestrzeni. Jesli jednak zaczniemy przemieszczac wzgledem
przewodnika nabój.-Q, to wystapi zmiana gestosci powierzchniowej ladunku dodatniego, który
go ekranuje, ale nie spowoduje to ani zmi.any gestosci ladunku indukowanego po prawej stronie
przewodnika, ani nie zmieni to pola w prawej pólprzestrzeni. W szczególnosci, gdy ladunek -Q
doprowadzimy 40 samej powierzchni przewodzacej i pozwolimy mu zneutralizowac sie
wzajemnie z ladunkiem indukowanym - dostaniemy dokladnie sytuacje poprzednio

rozpatrywana. Zniknal ladunek rzeczywisty -Q, pozostalo jednak po prawej stronie pole
elektryczne, jakie on na poczatku wytwarzal!

b
~r

Q v
a

x

Rozpatrzmy teraz dwa ladunki przeciwnego znaku, ale o róznych wartosciach bezwzglednych,
np. Q i - AQ, gdzie O< A < l. Wyznaczmy miejsce geometryczne punktów, które saA razy
blizej ladunku slabszego niz silniejszego. Bedzie to oczywiscie powierzchnia o potencjale zero.

Poniewaz uklad ma symetrie obrotowa, wystarczy rozpatrzyc przekrój szukanej powierzchni
plaszczyzna rysunku (rys. 3). Warunek nasz:A r2 = rl po skorzystaniu z twierdzenia Pitagorasa

przyjmie postac: y'y2+(x-a)2 = AVy2+(x-b)2.

Równanie powyzsze po podniesieniu do kwadratu przeksztalcamy do postaci:

(1_ 1.2)[X2 +y2.__ 1_(2a_ 1.2•Zb)x+ _1_ (a2_A2b2)] = O1_1.2 1-1.2 '

z której odczytujemy, ze szukana krzywa jest okrag o srodku lezacym na osix-ów Gest to tzw.
okrag Apoloniusza). Zamiast wyznaczyc teraz promien okregu i jego polozenie w zaleznosci odA

i odleglosci miedzy ladunkami, wygodniej jest przyjac, ze znamyR i r, a szukamy r' i A (rys. 4).

Z warunku zerowania potencjalu w punktachA i B mamy

R-r' r-R
---

R+r' r+R
Qy.Q

oraz
QAQ

Q

Rys.4

Rys.3

B

R R2
Rozwiazujac ten uklad dostajemyA = - oraz r' = --o W geometrii odwzorowanie

r r

przeprowadzajace punkt odlegly or (gdzie znajduje sie ladunekQ) w jego obraz odlegly or'
(gdzie znajduje sie ladunek -A Q) nosi nazwe inwersji (wzgledem okregu - jesli rozwazamy
plaszczyzne, a wzgledem sfery - jesli rozwazamy przestrzen trójwymiarowa).
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Rys.6

Rys. S

Jesli zaczniemy teraz abstrakcyjna powierzchnie ekwipotencjalna pokrywac przewodnikiem, to
podobnie jak poprzednio nie"wplynie to zupell1ie na natezenie pola elektrycznego, ani wewnatrz,
ani na zewnatrz utworzonej w ten sposób powloki sferycznej. Jedynie w samym cienkim (lecz
przeciez w praktyce nie nieskonczenie cienkim) obszarze, zajetym przez przewodnik, wystapi

R
zmiana, gdyz tam pole musi byc ekranowane i od ladunku - -Q, i od ladunku Q (rys. 5).r

Podobnie jak w przypadku plaszczyzny i teraz mozna przesuwac ladunek wewnetrzny az do jego'
zneutralizowania z ladunkiem indukowanym na powierzchni wewnetrznej, a pole elektryczne na

zewnatrz pozostanie nie zmienione. Tym samym uzyskalismy rozwiazanie problemu
elektrostatycznego kuli o calkowitym ladunku -AQ, w poblizu której znajduje sie ladunekQ.

Istnienie czy nieistnienie wewnatrz kuli miejsc nie wypelnionych przewodnikiem jestnieistotne.

Jesli na kule wprowadzimy w tej sytuacji dodatkowy ladunek, to zgodnie z z,asada superpozycji
mozemy przyjac, ze rozlozy sie on równomiernie na powierzchni kuli, a jego pole elektryczne
bedzie polem ladunku punktowego umieszczonego w srodku (tak przeciez sie dzieje, gdy

wprowadzimy ladunek na odosobniona, nie naladowana wczesniej kule). Jesli chcemy, by
R

calkowity ladunek kuli wynosilq, musimy dodac ladunekq+Q -. Prowadzi to do
r

nastepujacej konfiguracji (rys. 6): Ladunek kuli wynosiq, ladunek z~wnetrzny odlegly or równy
jest Q - a wytworzone pole elektryczne jest polem trzech ladunków punktowych pokazanych na
rysunku. Jasne jest, ze umiesciwszy na zewnatrz kuliN ladunków punktowych, pole elektryczne
ladunku indukowanego opisalibysmy przezN+ l fikcyjnych ladunków, z których jeden bylby
w srodku, a pozostale w punktach uzyskanych przez inwersje polozen ladunków oryginalnych.
Zauwazmy ponadto, ze potencjal kuli zalezy tylko ód ladunku umieszczonego w srodku, a nie od

, l ( QR)
rzeczywistego ladunku na kuli:V = --- q+ -- .

4mioR r

.
Q

r

_ co'/kawity ladunek
/ na powierzchni

- zewnetrznej =-')..Q

I
Uzyskana sytuacja zaczyna przypominac nasz pierwotny problem. Gdyby zamiast ladunkuQ
byla druga przewodzaca kula, to poddana by ona byla dzialaniu pola ladunków-obrazów
pierwszej kuli i wytwarzalyby sie w niej ladunki-obrazy, generujace z kolei nowe Obrazy
w pierwszej kuli. Ciag ladunków-obrazów opisujacy pole elektryczne kazdej z kul bedzie, rzecz
jasna, nieskonczony. Wyznaczymy polozenia i wartosci wszystkich tych ladunków.

Konstrukcje ciagu rozpoczniemy od umieszczenia w srodkach kul ladunkówQ, i Q2' Do tego
musimy dodac obrazy tych ladunków, obrazy tych obrazów, obrazy obrazów tych obrazów, etc.
Sytuacja w ten sposób uzyskana (rys. 7) jest w pelnej zgodzie ze znaleziona wczesniej konfiguracja
z jednym ladunkiem zewnetrznym i z zasada superpozycji. Zauwazmy przede wszystkim, ze na
powierzchni kuli o promieniu Rt pary ladunkówQ2, Q;; Q;, Q/; Q';, Q';'; daja zerowy
potencjal. Jedyny wklad do potencjalu (oznaczmy goV) da ladunek Qt'. Stad

Qt ,,;,4:IUioVR1•
Rys.7

Analogicznie

Znamy pierwsze wyrazy ciagów - reguly znalezione dla inwersji pozwola podac rekurencje
wyrazajaca wartosci dalszych wyrazów przez poprzednie. Wystarczy skupic uwage na ciaguQ, ,

,Q~, Q/" ... (ciag Q2, Q';, Q';" uzyskamy zamieniajac w rozwiazaniu dlaQI' ... promienie
R, i R2 miejscami).

Oznaczmy dla wygody

Przyjmijmy, ze ladunekq. odlegly jest' od punktu stycznosci ox. (rys. 8). Mamy

R~ Rfy=---, Rt-x.+, = ----
R2+x. Rt+R2-Y

Rozwiazanie zadania M 468. Nie. Pomalujmy
drzewa na rózowo i turkusowo tak, by

sasiednie drzewa byly róznych kolorów.
Zauwazmy, ze po skoku parzystoSCliczby
wiewiórek na drzewach rózowych i parzystosc
liczby wiewiórek na drzewach turkusowych
nie ulegnie zmianie. Na poczatku liczby te to
S iS, a wiec rozklad lO i Onie moze byc
nigdy osiagniety.

Eliminujac y po prostych przeksztalceniach uzyskujemy relacje:

+1.
Xn+l

RR
Wielkosci '2 tworza ciag arytmetyczny o róznicy l, a poniewaz znamy wartosc tego

Rt+R2 x.
wyrazenia dlan = l (Xt = R,), wiec mozemy od razu napisac wyraz ogólny:

R2

Rt+Rz +n-l,
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czyli

XII =Rozwi~zaniezadania M 466. Rozpatrzmy
punkty A i B na obwodzie wielokata wybrane
tak, by dzielily jego obwód na polowy. Niech
O bedzie srodkiem odcinkaAB. Wtedy kolo
o srodku O i srednicy a pol>rywa wielokat.
Istotnie, wezmy dowolny punktM na
obwodzie wielokata oraz punktM' - obraz
,>;{ przy symetrii srodkowej wzgledemO.
Mamy .

OM.; ~_(M'A+AM) = {(MB+AM)'; {a,
zatem M lezy w kole.
Na zakonczenie zauwazmy, ze jeslid < Qt to

"k bok h a+d a+d d
np. troJ at o ac --2-' 2 ,a- nie
miesci sie w zadnym kole o srednicyd.

RtRz

Rz+ (n-l)(Rt +Rz)

Znajac polozenie ladunkuq. i stosujac dwukrotnie wzór na wartosc ladunku-obrazu mozemy
uzyskac wzór rekurencyjny (pomijam towarzyszace temu proste przeksztalcenia algebraiczne):

czyli

q.+dRz+n(Rt +Rz)] = q.[Rz +(n-l)(Rt +Rz)] ('ii') const.

Stala wyznaczamy podstawiajacn = l (bo znamy ql) i dostajemy

R1Rz
q. = 4n60V---

Rt+Rz

Ujemne ladunki-obrazy q~wynosza:

Rz RtRz
q~= - o q. = -4n60V---

Rz+x. Rl +Rz n

Oznaczajac

(Xt =
2

3

mozemy calkowite ladunki zgromadzone na kulach zapisac jako nastepujace szeregi:

zwiaza.i. ,adania F 219. Na powierzchni
przewodnika sa spelnione nastepujace warunki
dla skladowych natezenia pola elektrycznego
i magnetycznego

Uzyskane szeregi sa dosc wolno zbiezne. Nie stanowi to problemu, gdy nie zalezy nam na zbyt
wielkiej dokladnosci lub jesli dysponujemy komputerem. Jesli jednak chwilowo nie mamy go pod
reka, mozemy spróbowac zsumowac te szeregi analitycznie.

_ .IHlt! oraz J 'td~ = i :a"

z

y

Zapisujac ogólny wyraz szeregu jako calke oznaczona:

1 I I l I
----- = f x«+n-1dx_ f xndx = f xn(xCX-1-l)dx
(X+n I+n o o o

latwo wykonamy sumowanie pojawiajacego sie postepu geometrycznego (i xn = _1_).n=O l-x
00 I

( I I) x«-I -I}; (X+n - I+n = f---dx.
n=O o

~a tej podstawie otrzymujemy

Eocos(; ZO-Wl) = -Eócos( - ~' zo-w't).
Po podstawieniu x = y3 dla wartosci (X = dostajemy po prostych przeksztalceniach

skad

v , v ,w--w= -w--w,
C C

gdzieZo jest aktualna wspólrzedna plyty
odbijajacej. Jesli przyjmiemy, ze w chwili
poczatkowej plyta przechodzila przez poczatek
ukladu wspólrzednych, to wówczas polozenie
plyty, która porusza sie ruchem jednostajnym,

jest okreslone równaniem Zo = vt. Wstawiajac
równanie na Zo do (*) otrzymujemy

Daje to stosunek ladunków

Qzo = 23,25 p.c.Qto = 6,75 p.C,

1 1

J1x"_I-I' I y+2'±2' 3 n- dx = 3J -----dy= -ln3+Y3-·
l-x (I )Z 3 2 - 6

O o y+- +-
2 4

Qzo 3 y3ln3+n-- = ----- ~ 3,45,
QIO 3 Y31n3-n

co w polaczeniu z równaniem na sume ladunków pozwala wreszcie obliczycQto i Qzo:

oraz
co daje

Eo = -Eó

(-) ..!!!.-.zo-w/ = - ~zo-o/.t.
C C

, I-ufc
w = w I+ufc'

a wiec taka sama 7.miane czestotliwosciv jak
w przypadku zderzenia fotonu ze zwierciadlem
(por. zadanie F 218w tym numerze). Ufffffff...
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