
K9mputer szuka jednosci

Trudno sie spodziewac, aby komputer mógl "sam" udowqdnic
twierdzenie dotyczace zbiorów nieskonczonych, moze on jednak
pomóc matematykowi w formulowaniu hipotez, których potem
dowodzi sie "recznie". Wlasnie za jego pomoca opisalem grupe
elementów odwracalnych pewnego pierscienia - okazalo sie, ze
badana nieskonczona grupa nie jest nawet skonczenie generowana.
Potrzebne jest jednak pewne wprowadzenie.

Rozwazmy zbiór wszystkich izometrii prostej rzeczywistej
przeksztalcajacych zbiór liczb calkowitych Z na siebie. Izometrie
te ze skladaniem jako dzialaniem tworza grupe, tzw. grupe
dihedralna nieskonczona, która bedziemy oznaczac symbolemD.
Zacznijmy od opisania jej. Izometria prostej jest wyznaczona przez
swoje wartosci na dwóch róznych punktach, np.O i 1. Wezmy
dowolne 1 E D - niech 1(0) = n E Z. Zachodzi jedl1a z dwóch
mozliwosci.

Albo/(l) = l +n, co daje/(r)= r+n dla kazdego rE R,

Zbiór G wraz z dwuargumenlowym, lacznym dzialaniem., _u, oraz wyróznionym

elementem e nazywamy grupa, jesli dla kazdegog:

I.e . g = g = g' e.
2. istnieje h e G spelniajace g' h = h' g = e.

f(1) f[OJ

o T •.... n-T n· ..

Uzywajac dwóch szczególnych izometrii: przesuniecia o 1
(t(r) = r+ 1) oraz symetrii wzgledem punktuO (x(r) = - r),

w pierwszym przypadku zapisujemy Ijako1= tn, W drugim
1= tnx. Oznacza to, zex, t generuja grupeD. Zauwazmy, ze
x'(r) = r = id(r), xt(r) = -r-1 = t-Ix(r), zatem wD zachodza
równosci: x' = e, xt = t -l X - te ostatnja latwo jest indukcyjnie
uogólnic naxt' = t-lx dla iE Z. Tym sposobem uzyskalismy
pelny opis grupy D - dowolne jej elementy umiemy przedstawiac
w postaci tn lub tnx, a ich iloczyny sprowadzac do takiej postaci
za pomoca równoscix' = e, xt' = t-Ix, np.
tnxtm = t"t-mx = tn-mx, t"xtmx = t"t-mX2 = (n-m.

Mówimy, ze podzbiór X,. G generuje grupe G. jeslI kazdy elementg E G daje

sie zapisac w postaci iloczynu g Xl·.- . XI1, gd7.ie Xl EX.
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A, B E Z2D mnozymy korzystajac z rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania, przedstawiajac je w postaci
A = gl + ... +gn, B = hl + ... +hl• Tak okreslone dzialania
maja podobne wlasnosci do dodawania i mnozenia liczb
calkowitych - role jedynki przejmuje {id} E Z2D, role zera zbiór

pusty. Mówimy, zeZ,D jestpiersc:ieniem. Mnozenie wZ2D nie
jest przemienne, np.{x}, {t} '# {t}. {x}, bo t o x '# x o t,
ciekawym zjawiskiem jest wystepowanie dzielników zera, tzn.
niezerowych elementów, których iloczyn jest zerem, np.
{id, x} '# 0, ale {id, x}· {id, x} = (id + x) . (id+x) =
= ido id+id o x+x o id+x o x = (id+x) + (x+id) =
= {id, x} + {id, x} .= 0. Nas szczególnie interesowac beda
elementy odwracalne (czasami nazywane jednosciami), czyli takie
u E Z2D, dla których istniejev E Z2D spelniajace
U' v = V' u = {id}. Latwo jest sprawdzic, ze jednosci tworza
grupe ze wzgledu na mnozenie wZ2D; oznaczmy ja przezU.
Moim zadaniem bylo opisanie tej grupy, a w jego realizacji
szczególnie pomocny okazal sie komputer IBM Pc.

Zbiór P z dwoma dwuargumentowymi dzialaniami" +" i " ." nazywamy

pierscieniem, jesli
1. p z dzialaniem H + n jest grupa,
2. ,,+" jest przemienne,

3. n ." jest laczne,
A.•.. " jest rozdzielne wzgledem •.+", tj. a' (b + c) = a' b+ a . c,

(b + c) • a = b . a + c • a.

Najprostszymi elementami odwracalnymi wZ2D sa
jednoelementowe podzbioryD (dla u = {g} wystarczy przyjac
v = {g-l}); tworza one grupe tzw. trywialnych jednosci, która
zapominajac o nawiasach { } mozna utozsamic z D. Opisane
w ten sposób trywialne jednosci nie wyczerpuja jednak calegoU,
bo np. u = t-l +id+ t+ t-I x+ tx spelnia U· u = {id}, zatem
u E U. Wiedzialem, ze moge sie ograniczyc do badania elementów
odwracalnych szczególnej postaciu = id+til+ ... +tin+td+X+
+ti,x+ +thx+tdx, gdzie 0< il < ... <in < d,

O < jl < < h < d -liczbe d bede dalej nazywal stopniemu.
Pierwszym zadaniem napisanego w Turbo-Pascalu programu bylo
znalezienie wszystkich jednosci powyzszej postaci i stopnia nie
wiekszego od 12. Po okolo 40 minutach obliczen, w czasie
których sprawdzonych zostalo 8 384513 kandydatów, komputer
wypisal 683 elementy odwracalne. Nastepnym etapem bylo
znalezienie mozliwie najmniejszej liczby generatorów (opisujac
D widzielismy, jak przydatna jest ich znajomosc) i rozpisanie

znalezion~ch 683 jednosci w postaci ich iloczynów. Tym razem
obliczenia trwaly okolo 3 minut i wybranych zostalo 12
generatorów u, = id+t'+t2l+X+t2Ix, Wi = id+t'+t2l+tx+

+ t21+1 x dla i = 1,2,3,4,5,6, do których nalezalo jeszcze
dodac generatory grupy trywialnych jednosci, czyli {t} i{x}.

Przytaczam tu poczatek wypisanej przez komputer listy:

Oznaczmy przezZ,D rodzine wszystkich skonczonych podzbiorów
D, okreslimy na niej dwa dzialania. DlaA, B E Z2D okreslimy
sume A +B jako zbiór skladajacy sie z tych elementówD, które
naleza do dokladnie jednego ze zbiorówA, B, czyli jako róznice'
symetryczna A-"-B. W szczególnosci jesliA = {gl,,,,, gn}, to
A = {gl} + ... + {gn} - bedziemy stosowac skrócony zapis
A = gl + ... +gn. Mnozenie zadaj~my najpierw na zbiorach
jednoelementowych przez{g}' {h} = {g o h} S; D, a dowolne

&

jednosc

1. Ul = id+t+t'+x+t'x
2. U, = id+t'+t4+X+t4x
3. al = id+t+t'+t3+t4+X+tx+t3X+t4x
4. a, = id+t+t'+t4+t'+x+t'x+t3x+t'x
5. a3 = id+t+t3+t4+t'+x+t'x+t3x+t'X'
6. U3 = id+t3+t6+X+t6x
7. a4 = id+t+t3+t'+t6+x+tx+t'-x+t6x
8. a, = id+ t+ t' + t3 + t4+t'+ t6 +x+ tx+ t'x+

+t4x+t'X+t6x

rozklad

generator

generator
al = {t}. Ul • {t-l}. U,

a, = {t}· Wl • {t-l}. Ul

a3 = {t}· Wl' Ul

generator
a4 = U3' (t -') . U,

a, = U3' {t-'}' U, .

{t-l}. Ul



Wyniki sugerowaly, ze prawdziwe moze byc twierdzenie:
jednosci Ul, Wl, {t}, {x} dla i > O generuja grupeU, przy czym
do otrzymania jednosci stopniad wystarczaja teUj, Wj, dla
których 2i .;; d.•

Tak konkretnie sformulowana hipoteze udalo mi sie udowodnic.

Korzystajac z tego samego materialu doswiadczalnego

zaproponowalem i dowiodlem jeszcze jedp.o twierdzenie:
Ul nie daje sie zapIsac w postaci iloczynu{t}, {x} i tych Uj, w"

dla których i < k.

Dwa powyzsze twierdzenia pokazuja, ze zadna skonczona liczba
jednosci nie generuje calegoU. Jesli bowiem VI, ... , v.E U, to

wybierzmy k wieksze od maksymalnego ze stopniv,. Na mocy

pierwszego twierdzenia kazdy iloczynVi 1 ••• , • Vim daje sie tez
zapisac jako iloczyn {t}, {x} i tych Uj, Wj, ze 2j < k. Ale na mocy
drugiego twierdzenia Ul nie daje sie przedstawic w postaci
takiego iloczynu, zatemVI, •.. , Vn nie moga generowac calegoU.

Znajomosc generatorów grupy elementów odwracalnych
pierscienia Z2D pozwolila mi ostatecznie na calkowite jej opisanie.
Wynik koncowy podaje dla koneserów.

Patrz w niebo

Przez caly 1987 rok Jowisz porusza sie w obszarze gwiazdozbiorów zodiakalnych Wodnika i Ryb.
27 marca byl w zlaczeniu ze Sloncem, a wiec wczesna wiosna pozostawal niewidoczny dla
ziemskiego obserwatora. Pózniej, wskutek tego, ze ruch jego jest wolniejszy od ruchu Slonca,
stopniowo oddalal sie od naszej gwiazdy dziennej w kierunku zachodnim, wschodzil tuz przed
switem tak, ze do maja pozostawal jeszcze niewidoczny. Od polowy maja wschodzi juz na tyle
wczesnie, ze mozna obserwowac go na ciemnym tle nieba. Kazdej nocy moment jego wschodu
jest coraz wczesniejszy, az do czasu, gdy znajdzie sie' w opozycji ze Sloncem. Wtedy, jak kazda
planeta górna, bedzie swiecil, dla ziemskiego obserwatora, po przeciwnej stronie nieba niz
Slonce. W dniu opozycji wzejdzie dokladnie o zachodzie Slonca, bedzie górowal o pólnocyipozostanie nad horyzontem przez cala noc.

Przypadajaca w tym roku 17 pazdziernika opozycja jest dosc korzystna. Srednica katowa planety,
podczas jej najwiekszego zblizenia do Ziemi, osiagnie 49':7. Maksymalnie, podczas opozycji,
tarcza Jowisza moze osiagac 52" i zdarza sie to co 83 lata. Najblizsza wielka opozycje bedziemy
mogli zaobserwowac dopiero w 2034 roku, a obecna jest najwieksza od 1975 roku. Do
momentu, gdy w listopadzie na niebie wieczornym pojawi sie Wenus, Jowisz (przy jasnosci
okolo -2,9 mag) bedzie najjasniejsza "gwiazda". Nastepnie az do maja przyszlego roku Wenus
pozostanie najjasniejsza "gwiazda wieczorna".

Jesienia Merkury znajdzie sie dwukrotnie w najwiekszej elongacji, tj. najdogodniejszym
polozeniu dla ziemskiego obserwatora. Najpierw - 3 pazdziernika - oddali sie o 26° na wschód
od Slonca. W tym czasie jednak ekliptyka tworzy maly kat z horyzontem (patrzDelta 1/1986),
a wiec Merkury bedzie slabo widoczny i zajdzie jeszcze o zmierzchu. Pózniej, w okolicach 13
listopada, bedzie mozna dostrzec Merkurego na niebie porannym, w maksymalnej odleglosci (19°)
na zachód od Slonca. Tym razem, choc maksymalna odleglosc katowa bedzie mniejsza niz
w pazdzierniku, warunki obserwacji beda znacznie lepsze, poniewaz o tej porze roku ekliptyka
tworzy o swicie duzy kat z horyzontem.

Ci, którzy lubia wczesnie wstawac, maja szanse zaobserwowac jesienia równiez Marsa. Od 23
sierpnia, gdy przeszedl zlaczenie ze Sloncem, warunki jego widzialnosci stopniowo polepszaja sie.
10 listopada warto zwrócic uwage na stosunkowo bliskie (w odleglosci 3°) przejscie Marsa na
pólnoc od Spiki - najjasniejszej gwiazdy konstelacji Panny. Do wrzesnia przyszlego roku Mars
bedzie wschodzil coraz wczesniej, az do momentu osiagniecia opozycji. Tym razem bedzie to
Wielka Opozycja Marsa'! (O opozycjach Marsa pisalismy wDelcie 7/1986.)

Milosnikom nieba, dysponujacym przyrzadami astronomicznymi, polecamy dokonanie
obserwacji Jowisza podczas zblizajacej sie opozycji. Wielka planeta jest szczególnie efektowna -
przy trzydziestokrotnym powiekszeniu wyglada jak Ksiezyc obserwowany golym okiem.
Kilkunastocentymetrowy instrument pozwala dostrzec kilka charakterystycznych pasów
równoleglych do równika planety. Pasy te utworzone sa z chmur istniejacych w rozleglej
atmosferze Jowisza. O istnieniu atmosfery swiadczy równiez fakt, ze tarcza planety jest jasniejsza
w srodku niz przy brzegu.
Dla skromnych na ogól srodków optycznych milosnika astronomii dostepne sa tylko cztery
najjasniejsze (odkryte przez Galileusza) satelity Jowisza. Widac je w postaci swiecacych punktów,
zmieniajacych szybko swe polozenie wzgledem planety. Ich ruch odbywa sie niemal dokladnie
w plaszczyznie równika Jowisza, totez caly czas ukladaja sie prawie wzdluz prostej. W ciagu
kilku godzin obserwacji mozna zauwazyc zakrycia satelitów Jowisza przez jego tarcze, zacmienia
satelitów zanurzajacych sie w cieniu planety l!Jb cienie satelitów na jej powierzchni.
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