
Nierównosci cykliczne
Rozwiazanie zadania l\f 486. Jedno. VI' tym

celu wystarczy wykazac. ze zapis dziesietny
liczby 9999 nie konczy sie na 99. Gdyby

9999 '" 99 (mod 100), to9998 '" 1\ (mod 100),

czyli (9499)' '" II (mod 100). Jednak

kongruencja x' '" II (mod 100) nie ma
rozwiazan: jesli x = 10k± l, to

x' = 100k' ± 20k+ l, skad wniosek, ze cyfra

dziesiatek jest parzysta,

Mgr Jaroslaw GÓRNICKI

Cyklicznosc to zjawisko, które w matematyce jest znane. Mamy cykliczne: grupy, permutacje,
no i nierównosci. Na te ostatnie chcemy zwrócic uwage Czytelników.

Oto naj prostszy przyklad. Jezeli rózne od zera liczby rzeczywisteXl, X2 sa tego samego znaku, to

(1)
XI X2~+--;;;. 2.
X2 XI

Wynika to z rachunku

Mozna podac prostszy dowód twierdzenia l,

gdy;znamy nierównosc Cauchy'ego:
dla nie ujemnych liczb rzeczywistych

Yl,Ylt ···,Yn,

Naturalne uogólnienie nierównosci (1) jest nastepujace.

Twierdzenie 1. Niech n bedzie ustalona liczba naturalna(n ;;;. 2). Wtedy dla dowolnych dodatnich
liczb rzeczywistych X I , X2, ... , Xn zachodzi nierównosc

Dowód. Skorzystamy z zasady indukcji matematycznej. Dlan = 2 nierównosc jest prawdziwa.
Zalózmy, ze dla pewnegon zachodzi wzór (2). Wykazemy, ze wtedy prawdziwa jest nierównosc

Przyjmujac Yl = ~. dla i = 1,2, ... ,n-I
XJ+l

oraz Yn = ~, otrzymujemy
Xl

(2)
Xl X2 X3 Xn-l XI!-+-+-+ ...+~-+-;;;. n.
X2 X3 X •• Xn XI

l (Xl xn)
- -+ ...+-;;.
n X2 Xl

Xl X2 Xn Xn+l---+--+...+-- +__o ;;;. n+1.
X2 X3 Xn+ I XI

Niech XI = min(xl' X2 •...• XnH), czyli X2 ;;;. Xl •...• XnH ;;;. XI'

Mamy wiec

czyli

ROl",iazanH' ZadaOl3 '\1 485. "'iccl-tXm oznacz

rÓZnice miedzy liczba kul w pudelkach l i 11

po m losowaniac' (XI) n). Jesli Xm •• k, to
n+k

w pudelku l Jcst 2 kul (dlaczego jest to

liczba calkow ta'), Ponadto

n-k

2 z prawdopodobienstwem 2/1 ~

Dzielac obustronnie ostatnia nierównosc przezX2XI otrzymujemy

Xn+l Xn+l Xl------+~;;;. l,
XI X2 X2

Gdy Xk = min(xl. X2, ... , Xn+l), gdzie k E [2, n+1] II N, to przenumerowujemy ciag(Xl)

cyklicznie, tzn, YI = Xk, Y2 = Xk+ b Yn-k+ 2 = Xn+ l, Yn-k+ 3 = Xl, •.. , Yn+ 1 = Xk_" a nastepnie
korzystamy z czesci juz udowodnionej. Zatem na podstawie twierdzenia o indukcji matematycznej
wzór (2) jest prawdziwy dla liczb naturalnychn ;;;.2.

. skad

n

n+k
,\'", ~ k)

X?l 1 -Xm

2 d b, . n + k
z prawdopo o .ens twem -'in

-I
czyi, P(Xr.;. -x ••

k) W 1903 roku A. M. Nesbitt podal nastepujaca nierównosc dla liczb rzeczywistych (Problem
15114, Educ. Times(2) 3 (1903),37-38):

jezeli Xl' X2, X3 > O, to

n k
2n

Dla wygoav WJ~rc~ldzimy nowe ')znacZt"nie'

jesli X jest zmienna losowa, A zdarz-niem,

to E(X; A) = EX l •• g'.\Z1elA .c,t ur.ienn,!
losowa przyjmuJ~ca wartosc l, gdyA ""lo
i Q w przeciwnym razie Mamy wiec

(3)
Xl X2 X3 3--~+-+--;;;'-.

X2 +X3 Xl +X3 Xl +X2 2

~ k P(X" = k)
fi Jej dowód mozemy przeprowadzic korzystajac z nierównosci (1).

Sumujac po kotrzymujemy

F'\'m+1 Xm) ~
n

stad
E r"+1

(1- :)E.i\rnt

atem EXm '-

(l~rrxo/1.~\m

\
,,/li.

Jak Wic. H•..., sr~dnia r61:;.1I<::ldosl,. ~7vbk(
.lmierza (io 2er3

+ X2 + X3 = ~[(XI+X2)+(XI+X3) -1+ (X2+XI)+(X2+-':.:!XI+X3 XI+X2 2 X2+X3 XI+X3

Równosc w (3) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdyXl = X2 = X3'



Nierównosc (3) moze miec rózne uogólnienia w postaci nierównosci cyklicznych, Pierwszym
z nich jest

Dowód. Zastosujemy to samo przeksztalcenie co w dowodzie nierównosci(3). W celu

uproszczenia zapisów wprowadzmy oznaczenia: I

Twierdzenie 2. Niechn bedzie ustalona liczba naturalna(n ~ 2). Wtedy dla dowolnych dodatnich
liczb rzeczywistych x l , X2, .•. , Xn zachodzi nierównosc

n

n-I

i= 1,2, ... ,n.

Xl X2
-----~ + ------- + ... +
X2+X3+ •.. +Xn Xl +X3+ ... +Xn

Otrzymujemy wtedy

Rozwiaz~nie zadania F 231. Tryt róznisie od

wodoru jedynie istnieniem dwóch dodatkowych

neutronów w jadrze, a wiec jego wlasnosci

chemiczne. okreslone przez elektrony. beda

takie same jak"zwyklego" wodoru. A wiec

w temperaturze pokojowej bedzie to gaz
o wzorze 3H2 imasie molowej J1. = 6 g/mol.

Na poczatku podanego okresu w pojemniku

znajdowala sie ~'w = 1/6 mola wodoru.

W ciagu 12 lat polowa jego przeksztalcasie

w jednoatom9wy hel, a wiec zostalo
v = 1/4 mola. Cisnienie znajdziemy z równania

stanu gazu doskonalego:

p = vRTIV = 6.2' 10' Pa.
Xl = -Ul, i=1,2, ... ,n,

a zatem

Rozwiazanie zadania M 484. Jezeli punktyX

i Y st.anowia rozwiazanie zadania, to

1° ~ CAB= ~ YAX= ~ AYX"':"'wynika

stad. ze rozwiazanie istnieje tylko dla takich

A. B. C. dla których ~ CAB < 90';
2° ~ ACX = ~ YCX = ~ YXC =

= ~(l800-~CYX)= I <:AYX=':.<:CAB
222

- wynika stad. ze rozwiazanie istnieje tylko

dla takich A. B, C, dla których
1

~ACB > 2: <: CAB.

Warunki te wystarczaja równiez do

przeprowadzenia konstrukcji, bowiem z 2°

wynika, ze X lezy na pólprostej tworzacej zCA

I. k
kat 2:"" gdzIe", = ~ CAB, a ta a pólprosta

latwo skonstruowac.

A/ II " ••.•.... B

Wynik dla 11 = 13 zostal uzyskany w 1985

roku (B. A. Troesch wMath. Computatioll 45

(1985). 199-207).

Xl X2 Xn--~--------. + -------+ ... +-------
X2+X3+ ... +Xn Xl +X3+ ... +Xn Xl +X2+ •.. +Xn-l..

1 [( Ul U2 ) ( Un_ l un) ]
=-- -+- + ...+ ----+-- -n(n-2) ~

n-I U2 Ul. ,Un Un-l

lIn
~ --- (2+2+ ... +2-n(n-2)) = -- (n2-n-n2+2n) = -~n-l --...--- n-l n-l

n(II-I)
--2-- razy

Inne uogólnienie nierównosci(3)zaproponowal w1954roku, na lamach The American

Mathematical Monthly (Problem 4603,str. 571),H. S. Shapiro,

Problem Shapiro. NiechO ~ Xl E R,'"Xi +XI+1 > O dla i = 1,2, ... ,n, (X~+l = Xl)' Czy dla
wszystkich naturalnych n ~ 3 prawdziwa jest nierÓwnosc

(4)

Negatywna odpowiedz dal w1956roku M. J. Lighthill wykazujac, ze dlan = 20nierównosc (4)
nie zachodzi. W tym samym roku H. S. Shapiro podal dowód nierównosci (4) dlan = 4,
C. R. Phelps zas - dowód. dlan = 5. Powstalo wtedy pytanie: dla jakichn ~ 3 nierównosc (4)

jest prawdziwa? W latach nastepnych pojawilo sie kilkadziesiat prac, m.in. A. Zulaufa i
P. H. Dianandy, którzy podjeli to zagadnienie. W wyniku dotychczasowej dzialalnosci
udowodniono, ze
10 dla n ~ 13 nierównosc (4) jest prawdziwa,r dla n = 14,16,18,20,22i dla dowolnego n ;;. 24nierównosc (4)jest falszywa.
Przypadki n = 15,17,19,2123,nie zostaly dotychczas rozstrzygniete!

W 1958roku A. Zulauf podal kontr przyklad dlan = 14.Nie bedziemy tu omawiac metody,

która pozwala podac 'wiele takich przykladów, a wskazemy jeden uklad liczb rzeczywistych,
dla których nierównosc (4) nie jest spelniona. Oto te liczby:

Rozwiazanie zadania F 230. Po wybuchu liczba

czastek radioaktywnych pochodzacych
z wybuchu M ~ I kg plutonu (A = 242)

w calej atmosferze wynosiN = MNAIA =
= 2.5 . 10". Masa powietrza w atmosferze

jest równa Mo = Po4~R'lg = 4,6' 1018 kg,

a liczba molckul powietrza w,calej atmosferze
No = MoNA/I' = 9,6' 10" (II - masa

molowa, Po cisnienie normalne). Liczbe

molekul w objeto.ci I dm' mozna w

warunkach normalnych znalczc z warunku,

ze 1 mol (6,02 . lO,j) powietrza zajmuje

objetosc Vo = 22,4 dm'. Znajac cala liczbe
molekul powietrza i czasteczek

radioaktywnych mozemy znaleic liczbe

czastek w objeto,ci V = l dm': 11 = "oN /N o =
c 700 dm' '.
A wicc kazda próba atomowa w atmosferze

powoduje, iz za kazdym kolejnym wdechem

wchlaniamy do organizmu okolo 700

dlugozyciowych radioaktywnych produktów

rozpadów zachodzacych w trakcie wybuchli.

Wprowadzmy oznaczenie

Xl Xn_l Xn---+ ...+---+---
X2+X3 Xn+XI Xl +X2

Wówczas elementarne rachunki pokazuja, ze

___ 9965667 14
114(xI,X2, ""XI4) = 2+--- ~ 6.88<-2042040 2

A. Zulauf podal równiez kilka ciekawych obserwacji:
L Jezeli w problemie Shapiro istnieje kontrprzykla:d dlan, to istnieje kontrprzyklad dlan+ 2.

Dowód. Niech liczby Xl, X2, ... , Xn spelniaja wszystkie zalozenia problemu Shapiro oraz
n

In(xt, X2, ... , xn) < -. Na podstawie latwej do sprawdzenia równosci
2

In+2(xI, X2, ... , Xn_I,Xn, Xn-l, xn) = In(xt, X2, .•.• xn) + I
widac, ze)stnieja liczpyYl, Y2, ... , Yn, Yn+1, Yn+2, dla których

11



n+2
!n+2(Yl,Y2, .. ·,Yn+2) =!n(Xl,X2, ... ,xn)+l < --o

2

Poniewaz wskazalismy kontrprzyklad dlan = 14, wiec na podstawie powyzszej uwagi, dla
dowolnego parzystegon > '14 nierównosc (4) jest falszywa.

n. Dla losowo wybranych n dodatnich liczb rzeczywistych prawdopodobienstwo tego, ze
1

nierównosc (4) jest prawdziwa, wynosi co najmniej -.
2

Jest to konsekwencja nastepujacej nierównosci

!n(Xl,X2, ... ,Xn)+!n(Xn,Xn_l, ... ,XI) ~ n.

Oto jej dowód. JezeliAk = Xk + Xk+i, (Xk+n = Xk), k = I, 2, ... ,n, to wtedy

n n

}; Ak L Ak+2
-n+ ---+ --~n

A A '
k=l HI k=l k+1

poniewaz

na podstawie twierdzenia 1.
. III. Dla nieujemnych liczb rzeczywistychXl' X2, ... , X n (n ~ 3), takich, zeXl +Xl + 1 > O,

(xn+ 1 = X I, i = 1, 2, ... ,n) prawdziwa jest nierównosc

XJ X2 Xn_l Xn

1 < o + ---- + ... + ----- + .---- < n- I.
Xlo;;f-X2 X2+X3 Xn_1 +Xn Xn+XI

Czytelnika zainteresowanego ta problematyka odsylamy do prac oryginalnych, których
bibliografie mozna znalezc w monografii Dragoslava S. MitrinoviciaAnalytic Inequalities.

adanla

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 484. Dany jest trójkat ABC. Znalezc taki punkt X na boku AB i taki punkt Y na boku AC,
zeby AX = XY = Yc.
Rozwiazanie na str. 11

M 485. W pudelku 1 znajduje sien ponumerowanych kul. Pudelko II jest puste. Postepujemy
w nastepujacy sposób: losujemy numer kuli i kule o tym numerze przekladamy z pudelka do
pudelka. Znalezc srednia róznice liczby kul w pudelku I in po In przelozeniach.
Rozwiazanie na str. 10

M 486. Ile zer ma na koncu liczba9999 + 1 w zapisie dziesietnym?
Rozwiazanie na str. 10

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 230. Zakladajac, ze podczas wybuchu bomby atomowej wykonanej zM = 1 kg plutonu 242pU

z kazdego atomu plutonu powstaje jedna dlugozyciowa czastka radioaktywna, ocenic liczbe
takich czastek w objetosciV = 1 dm3 powietrza przy powierzchni Ziemi. Przyjac, ze wiatr

powoduje równomierne rozprzestrzenienie w calej atmosferze Ziemi radioaktywnych produktów
wybuchu. Promien Ziemi jest równyR = 6· 106 m.
Rozwiazanie na str. 11

F 231. W pojemniku o objetosci 1 l znajduje sie 1 g trytu (izotop wodoru o masie atomowej 3)

o temperaturze 27°C. W ciagu 12 lat polowa jader trytu przejdzie w jadra helu. Jakie cisnienie
bedzie panowalo w zbiorniku po uplywie tego czasu?
Rozwiazanie na str. 11


