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Gdy Redakcja Delty oglosila konkurs na zrobienie zabawki, która kreci sie tylko w jedna strone
lub sama zmienia kierunek obrotów, nikt nie przypuszczal, ze niemalze w tym samym czasie

zostanie opublikowana pelna teoria obrotów takich bryl. Wszyscy zyjemy w przekonaniu, ze
mechanika klasyczna jest dziedzina zamknieta - co bylo do obliczenia, to dawno obliczono, co
trzeba bylo udowodnic, dawno juz udowodniono. A jednak nie! Przez 90 lat konkursowy
problem Delty pozostawal nie rozwiazany. Po raz pierwszy pojawil sie on bowiem w pracy
G. T. Walkera, opublikowanej w tomie 28Journal ofPure and Applied Mathematicsz roku 1896.
Precyzyjne rozwiazanie, jak powiedzielismy, zostalo podane dopiero w 1986 roku przez Sir
Hermana Bondi, FRS (czlonek Royal Society) z Churchill College w Cambridge i opisane
w tomie A405 Proceedings of the Royal Society of London.Wprawdzie marematyka w artykule

Bondiego jest prosta, niemniej liczba przeksztalcen potrzebnych do osiagniecia koncowych
wniosków jest znaczna. Dlatego tez w tym krótkim artykule przedstawimy tylko zarys metody
majac nadzieje, iz pracowici Czytelnicy sami wykonaja wlasciwe rachunki.
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Najprzód napiszemy uklad równan, opisujacych ruch obrotowy dowolnej bryly na gladkiej
plaszczyznie. Uzyjemy nastepujacej notacji:

s - polozenie srodka masy,dsfdt = v,

r - w~ktor laczacy srodek masy z punktem styku brylyi plaszczyzny,
F - sila oddzialywania plaszczyzny na bryle,
w - predkosc katowa bryly,
h - moment pedu bryly,

M - masa bryly,

u - pionowy wersor (wektor jednostkowy), skierowany do góry.
Uklad równan ruchu wyglada wtedy tak

Mdvfdt = F-Mgu,

v+wxr=O,

dhfdt = rx F.

Przez" x " oznaczylismy mnozenie wektorowe. Przypomnijmy, ze pierwsza równosc to znane
równanie Newtona, gdzie uwzgledniono opór ruchu. Druga równosc ozn(lcza, ze punkt kontaktu
z plaszczyzna ma predkosc zerowa. Trzecia zas to konsekwencja zasady zachowania momentu
pedu - przeksztalcajac ja .z uzyciem pierwszego równania otrzymujemy

dhjdt = Mrx [dv/dt+gu].

Tak wiec skladowa pionowa momentu pedu ma postac

d(u' h)fdt = M(u x r)' dvfdt,

gdzie przez,,·H oznaczylismy mnozenie skalarne wektorów.

Jezeli bryla toczy sie i wiruje (ruch uogólniony), to mamy pare mozliwosci. Po pierwsze wektor r
moze byc zawsze pionowy (srodek ciezkosci jest zawsze nad punktem stycznosci bryly z
plaszczyzna) - wtedyu x r znika i pionowa skladowa momentu pedu jest stala w czasie. Jest to
typowy ruch, z jakim spotykamy sie codziennie, wiec intuicyjnie dobrze wyczuwamy jego
charakter. Oczywiscie wektoru x r moze byc w ruchu uogólnionym niezerowy. Jezeli jednak nie
jest on w sposób systematyczny zwiazany ze zmianami predkosci ruchu bryly (tzn. ze zmianami
dvfdt), to wtedy moment pedu zmienia sie w sposób chaotyczny. Ten przypadek tez znamy
z dziecinstwa: bak puszczony na krzywej podlodze skacze, kiwa sie i drga. Natomiast jezeli
wektor u x r jest zwiazany zdv/dt, to latwo mozna otrzymac olbrzymie wahania pionowej
skladowej momentu pedu. W ten sposób moze nawet dojsc do zmiany kierunku obrotów.

Duzo trudniejszym problemem jest pokazanie, ze uklad moze miec kretnosc, czyli preferowac

jeden kierunek obrotów: Ale przeciez mamy juz dwa uklady odniesierua. Jeden jest zwiazany
z ukladem wspólrzednych, zaczepionym w punkcie stycznosci bryly z plaszczyzna. Drugi zas

powiazemy z lokalnymi osiami symetrii bryly w miejscu styku z podlozem. W pierwszym
przyblizeniu powierzchnia bryly moze byc opisana równaniem kwadratowym (elipsoida). Bondi,
podobnie jak i Walker, zauwaza, ze w ogólnosci wektor r w sranie spoczynku nie musi byc
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Rewelacyjne "kamienie" nadeslal,na nasz

konkurs (Delta 12/1986) Janusz Sokól
z Przeworska. Sa znacznie'!epsze nie tylko od
tych, które wykonalismy w redakcji, ale takze
od opisanych w literaturze(Scientifie
Ameriean,pazdziernik 1979). Wedlug relacji
konstruktora jeden z kamieni obrócil sie w
kierunku przeciwnym do pierwotnego az 29
razy. Nam nie udalo sie powtórzyc tego
wyniku, poniewaz, wykonane ze skorupki
jajka i patyczka z plastelinowymi ciezarkami,
kamienie dotarly do redakcji w stanie
uszkodwnym. Uzyskalismy "tylko" 19 pelnych
obrotów. Zwyciezcy gratulujemy i przyznajemy
nagrode - miernik uniwersalny.

drazek lqczqcy

Jeden z kamieni nadeslanych przez Janusza
Sokola.
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zwiazany z glównymi osiami momentu bezwladnosci bryly. Jednakze trudno jest wyobrazic sobie
plynny ruch obrotowy bez ich zgodnosci, co zalozono w dalszych rachunkach. Wybiera sie uklad
wspólrzednych w bryle zwiazany z jej srodkiem ciezkosci i równolegly do glównych osi
bezwladnosci powierzchni przyblizajacej okolice punktu styku bryly z podlozem. Osie momentu

bezwladnosci wybieramy tak, ze skladowe tego momentu spelmaja warunekA > B, a os
odpowiadajaca skladowej C jest skierowana pionowo w dól (przezA, B oraz C oznaczono

dlugosc glównych osi elipsoidy momentu bezwladnosci). W takim ukladzie wspólrzednych

powierzchnia Okolic styku bryly z podlozem moze byc opisana w przyblizeniu kwadratowym jako

z = a[I-(pf2)(xfa)Z-qxyfaZ-(sf2)(yfa)zj,

gdzie a jest spoczynkowa odlegloscia srodka ciezkosci od punktu stycznosci;p, q oraz s to pewne
parametry. Czlon liniowy w rozwinieciu równania powierzchni znika, gdyz w miejscu styku
x = y = O. Powierzchnia jest wypukla, gdyp > O, s > O oraz ps > qZ (sprawdzenie tych
warunków pozostawiamy Czytelnikom). Ponadto polozenie spoczynkowe jest stabilne, gdy
promien krzywizny jest nie mniejszy niza, mamy wiec dodatkowe warunki: l> p, I > s,
(l-p)(l-s) > qZ. Stad od razu widzimy, ze uklad wykazuje kretnosc, o ile tylkoq i= O. Wtedy
bowiem nie mamy pelnej symetrii ukladu: intuicja podpowiada, ze ksztalt powierzchni ~abawek,
przygotowanych przez Czytelników, podobny do kilu jachtowego, wyróznia pewna linie styku,
lezaca w plaszczyznie symetrii bryly. Jest to zasadnicze odstepstwo od geometrii typowego baka,
który wprawdzie moze miec plaszczyzne symetrii, lecz zwykle ma ostry czubek, na którym sie
obraca.

Chcialbym w tym miejscu uczynic pewne wyznanie. Otóz pamietam z dziecinstwa, jak dziwilo
mnie, gdy mój Ojciec, który zajmuje sie mechanika teoretyczna, siadal na podlodze i puszczal

baczki. A mial ich wiele, zrobionych specjalnie z drewna przez stolarza. Dodatkowo jeszcze
obciazal je plastelina. Wydawalo mi sie wtedy, ze takie zabawy to swietne zajecie, szczególnie gdy

za nie placa. Dzis wiem, ze nasza intuicja~est niezmiernie uboga. By ja wzbogacic, nalezy
dokonywac doswiadczen. Jezeli ktos akurat opracowuje teorie baka, to nie ma lepszego
doswiadczenia niz opisana powyzej zabawa. Mam nadzieje, ze i CzytelnicyDelty beda mogli
podobne zabawy przeniesc w swiat swych zajec zawodowych!

Dalej w teorii mamy juz tylko proste rachunki (hm, trzeba byc Fellow of the Royal Society, by
tak twierdzic' ... ). Bondi rozwija równania ruchu w szeregi Taylora i opuszcza wszystkie czlony
rzedu trzeciego i wyzszych w rozwinieciach pochodnych czasowychx, y oraz z. Na pieciu stronach
przechodzi do kolejnych warunków na parametry równania ruchu ukladu. Wprowadzajac liczne
parametry pomocnicze uzyskuje podzial plaszczyzny parametrów ruchu na kilka odrebnych
obszarów (zainteresowanych Czytelników odsylamy do stron267-272 tomu A 405
Proceedings oj the Royal Society).W kazdym z nich ruch bryly odbywa sie inaczej. ·Przejscie od
jednego do drugiego obszaru moze m.in. prowadzic do zmiany kierunku obrotów. Dla tych
Czytelników, którym nie chcialo sie zrobic wlasnych modeli zabawki, podajemy przyblizony opis
tego ruchu: w zaleznosci od predkosci zakrecenia zabawka moze obracac sie, jednoczesnie
wykonujac ruchy kolebiace, by w koncu zmienic kierunek obrotu. Moze tez, przy zbyt wolnym
zakreceniu, stosunkowo szybko 25atrzymac sie - istotne jest kolebanie sie zabawki, gdyz to ono
wlasnie powoduje zmiane kierunku obrotu!

Z teorii wynika wiec, ze obserwowane zjawisko jest skutkiem ruchu obrotowego bryly,
polaczonego z toczeniem. Warunkiem koniecznym odwracania kierunku wirowania jest brak
symetrii momentu bezwladnosci wokól pionowej osi obrotu (warunekA > B) oraz
nicpokrywanie sie elipsoidy, przyblizajacej powierzchnie bryly w miejscu styku, z elipsoida
momentu bezwladnosci (warunekq i= O). W praktyce nie s~ wazne wartosci asymetrii -

dlatego tez stosunkowo latwo jest zrobic odpowiednia zabawke, o ile wIe sie, ze jest to mozliwe.
Jak przekonali sie Czytelnicy, o wiele wazniejszy jest ksztalt powierzchni styku niz rozklad
momentu bezwladnosci w bryle. Przy zbyt malej krzywiznie powierzchni zawsze otrzymamy
niestabilnosci krecenia sie bryly w obu kierunkach. Jednoczesnie przy wlasCiwej predkosci
zakrecenia bryla jeden kierunek ruchu bedzie stabilny, drugi zas nie, co wynika wprost z teorii.
Istotny jest tez wlasciwy wspólczynnik tarcia miedzy zabawka a podlozem: gdy powierzchnia
zabawki jest zbyt chropowata, to zabawka zatrzyma sie bez zmiany kierunku obrotu, niezaleznie
od poczatkowej predkosci obrotowej. Zbyt maly wspólczynnik tarcia tez nigdy nie pozwoli na
zmiane kierunku obrotu - nie sadze jednak, by zabawki wykonywane w warunkach domowych
byly tak dobrze wypolerowane.

Na koniec uwaga dla prawdziwie ambitnych: ciagle jeszcze nie opracowano teorii ruchu bryl,
których glówna os momentu bezwladnosci w stanie spoczynku nie jest pionowa. Moze ktos
z Czytelników ...


