
e~

Oto zadanie, które kilkanascie lat temu krazylo po Wydziale Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego: znalezc granice ciagu

vn's~.~n1.
n

Jakis czas zadanie nie poddawalo sie, potem znane byly dlugie i niezbyt zgrabne rozwiazania.
Kilka lat temu okazalo sie, ze istnieje naprawde elegancka metoda.

Potrzebne nam bedzie kilka faktów.

l ° Twierdzenie o ciagu srednich arytmetycznych:

Jesli ciag (an):'=l jest zbiezny, to ciag ( al + ...+an)oo tez jest zbiezny i to do tej samej granicy.n n:::: 1

2° Ze wzoru Taylora dla funkcji sinus wynika, ze

- ( - X3)

lim X-3• sinx-x+ - = O.
x--->O 3!

3° Ciag (bn):'=l okreslony wzorem rekurencyjnym bl = sinI,bn+l = sinbn dla n = 1,2, ... jest
zbiezny do zera.

Mamy znalezc granice ciagu(b" . vn):'= 1. Zamiast tego bedziemy szukac granicy ciagu

( l )00 l-2 .-- . Na mocy l° wystarczy znalezc granice ciagu(en):'= l, gdzie CI = -2 '
bn n n=l bl

l l.
c" = -2- -2- dla n = 2, 3, ... Ale
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l l l l b~_I-sin2bn_l

en = ---, - -b2- = . 2b - - -b2'- = -b2 . 2bbn n -1 SIU n-l n -1 n -1 . SIn IJ- 1

x2 x+sinx ( -sinx+x- -~~ x3)lim -- . lim ----·!im . + -_-- .
x--->o sin2x x--->o X x--->o x3 3!' x3

.. b~- sin2bn
hm c" = 11m 2 • 2

n--->oo n->oo bn' sm bn

x2-sin2x
lim----=
x--->o x2• sin"x
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Pierwsza z granic po ostatniej równosci jest równa l, druga2, a trzecia (na mocy2°) - . Mamy
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lim----

n--->co n' b~ 3 '
czyli lim Vr;· bn = V"3.

n--->co

Warto udowodnic twierdzenie o granicy ciagu srednich arytmetycznych, bywa ono - jak widac
z powyzszego przykladu - bardzo przydatne.

Niech lim an = g. Zalózmy, ze.lgl < 00. Wezmy dowolne e> O i wybierzmy taka liczbek, ze
n--> co

e I al +, ... +an Idla n> k mamy lan-gl < -. Oszacujmy róznice.!------g. Otóz2 n I

[al + ... +ak+ak+! + ... +an-ng l' lal + ... +ak-kgl lak+! -gl
------------ ~ -------+ ----+ ... +

< n n n
lan-gl lal + '" +m,-kgl e+--- ~----~-- +-,

n n 2

2 lal+ ... +an Iczyli dla takiego n, ze n > --;;' lal + ... ak-kgl i n > k mamy n -g < e, co
konczy dowód.

Przypadek, gdyg = ± 00, pozostawiamy Czytelnikowi.

Czasem przy obliczaniu granic przydaje sie twierdzenie Stolza, bedace uogólnieniem powyzszego
- twierdzenia:

x -x
Jesli ciag (Yn):'= l jest rosnacy i nieograniczony, to ze zbieznosci ciagun n-l wynika zbieznosc

Yn-Yn-l
x

ciagu - ".., przy czym obie granice sa równe.
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