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Rys.!. Trzy kulki A, B i C polaczone

sztywn~i pretami stanowia makroskopowy
model molekuly liniowej. Os symetrii tego

ukladu (os z na rysunku) jest, oczywiscie, jego

osia glówna. Pozostale dwie osie glówne(x i y)
sa prostopadle do osi symetrii i przecinaja

ja w srodku masy RM. Jesli srodek ladunku

RQ ukladu nie pokrywa sie ze srodkiem masy,
lo obrót wokól osi x (jak na rysunku)

spowoduje efektywny ruch ladunku

wypadkowego po okregu.

Wszyscy wiemy, ze Ziemia sie kreci"'. Wirowac moga tez mniejsze ciala, jak na przyklad grajace

baki, jojo, hula-hoop oraz latajace talerze. Czy mozemy jednak zaobserwowac wirujaca molekule?
atom? jadro atomowe? A jakze - mozemy. Obroty cial niewielkich maja jednak swoje cechy
szczególne, jakich prózno by szukac w makroswiecie. Zapytacie, jakie? Zaraz, zaraz, najpierw
przypomnijmy sobie, jak opisuje sie obroty cial "zwyklych".

Obrót ciala charakteryzuja trzy wielkosci fizyczne: predkosc katowa(1), moment pedu li moment
bezwladnosci J. Uklad wspólrzednych mozemy zawsze wybrac w taki sposób, aby skladowaI"

momentu pedu zalezala tylko od skladowejx predkosci katowej i aby tak samo bylo dla
skladowych y i z (uklad osi glównych):

(1)

• Patrz M. Kopernik O obrotach sfer

niebieskich (pierwsza czesc ukazala sie

w uaieglym roku nakladem Ossolineum).

Liczby J", J, i JznazyWamy glównymi momentami bezwladnosci ciala·sztywnego. Energie ruchu
obrotowego mozemy obliczyc ze wzoru:

I; J"; I; 1 2 1 2 1 2
(2a) E.br= --+--+-- = -J"w,,+-J,W,+-Jzwz,

21" 21, 21z 2 2 2
który w przypadku J" = J, = Jz = J sprowadzi sie do
(2b) E.br = JZ/21.

Ruch ciala sztywnego - nawet wtedy, gdy nie dzialaja na nie zadne sily - moze byc bardzo
skomplikowany. Pewne wyobrazenie o jego zlozonosci mozemy uzyskac wprawiajac w ruch
obrotowy podrzucany w reku przedmiot. Ruch ten wyglada "prosto", gdy uda nam sie wprawic
cialo w obrót wokól jednej z jego osi glównych. Wtedy os obrotu nie zmienia swojego kierunku
w przestrzeni, a wektory predkosci katowej i momentu pedu sa równolegle. Jesli cialo ma trzy
rózne glówne momenty bezwladnosciJ" > J, > J., to nie bedzie sie ono trwale obracac wokól
osi o posrednim momencie bezwladnosciJ, - obrotami stabilnymi moga byc tylko obroty wokól
osi o naj mniejszym i najwiekszym momencie bezwladnosci.

Zajmijmy sie teraz cialami, dla których dwa glówne momenty bezwladnosci sa identyczne,
a trzeci jest inny (ciala takle nazywa sie bakami symetrycznymi). Przyjmijmy, zeJ" = J, > Jz.
Rysunek 1 przedstaWia cialo, które jest bakiem symetrycznym. Sa to tr:;.y kulkiA, B i C polaczone
sztywnym pretem. Osia glówna tego ciala bedzie, oczywiscie, jego os symetriiOZ polozona
wzdluz preta oraz dowolne dwie osie prostopadle lezace w plaszczyznie prostopadlej doOZ.
Poczatek ukladu wspólrzednych umiescilismy w srodku masy ciala oznaczonym na rysunku
przez RM. Zalózmy równiez, ze kulki naladowane sa ladunkamiQA, QB i Qc. Na osi OZ
zaznaczylismy srodek ladunku tego ciala,RQ•

Móglby sie ktos zapytac, po co "komplikowac" nasz przyklad przez dodanie ladunków
elektrycmych. Jakie to ma znaczenie?

Jak wiadomo, ladunek elektryczny (lub uklad ladunków) poruszajacy sie z przyspieszeniem
wysyla fale elektromagnetyczna.
Czestotliwosc tej fali zalezy odruchu ladunku, natomiast rozklad katowy promieniowania
okreslony jest przez rozklad przestrzenny ladunków zródlowych. Najprostszym przykladem jest
promieniowanie dipolowe wysylane przez ladunek drgajacy wzdluz prostej lub przez elektrony
w antenie (dipol elektryczny). Skomplikowany uklad ladunków moze wysylac promieniowanie
o bardzo zlozonym charakterze (kwadrupolowe, oktupolowe i in.). Jesli obracajace sie cialo jest
naladowane, bedzie, oczywiscie, emitowalo fale elektromagnetyczna, gdyz ladunki elektryczne

znajdujace sie w ciele poruszaja sie z przyspieszeniem. Z promieniowaniem zwiazana jest energia
pola elektromagnetycznego, która wysylana jest w przestrzen. Zgodnie z zasada zachowania
energii cialo bedzie stopniowo tracilo energie ruchu obrotowego, bedzie hamowane przez
promieniowanie. W tym miejscu bystry Czytelnik moze zadac pytanie: a co sie stanie z momentem
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Zbiór dyskretnych stanów (poziomów) rotacyjnych tworzy pasmo rotacyjne. Zgodnie ze wzorem
(4) róznica energii kolejnych stanów pasma:

gdzie li jest stala Plancka(Ii = 1,05' 10-34 J. s), natomiast liczbe calkowita / nazywamy liczba
kwantowa momentu pedu. Energie obrotowa czasteczki mozemy wiec przedstawic w nastepujacy
sposób:

pedu? Przeciez jesli na cialo nie dziala zewnetrzny moment sil, moment pedu baka nie powinien

ulec zmianie. Nie uwzglednilismy jednak tego1 ze z fala elektromagnetyczna tez zwiazany jest
moment pedu. A zatem wysylane promieniowanie zabiera zarówno energie, jak i moment pedu
baka. I nie ma paradoksu.

liz
E.br(J) = - I(H l).

2J
(4)

Przejdzmy teraz do swiata drobin i molekul. Sa one ukladami atomów zwiazanych silami

elektromagnetycznymi, które utrzymuja atomy skladowe w okreslonych wzajemnych
odleglosciach. Dla pIzykladu rozwazmy czasteczke dwutlenku weglaCO2• Ma ona budowe
liniowa, przy czym atom wegla znajduje sie miedzy atomami tlenu i w stanie równowagi
polozony jest dokladnie w srodku masy czasteczki (rys. 2). Ze wzgledu na symetrie ukladu
moment dipolowy tej czasteczki jest w stanie równowagi dokladnie równy zeru. Odleglosci
miedzy atomami tlenu a atomem wegla wynosza 1,16A (lA = 10-10 m), sa wiec male i do
rozwazanego ukladu trzeba stosowac prawa mechaniki kwantowej opisujacej uklady
mikroskopowe. Okazuje Sie, ze energia rucnu obrotowego kwantowego baka wyraza sie wzorem
podobnym do wzoru (2b). Jedyna róznica polega na tym, ze moment pedu ukladu
mikroskopowego jest skwantowany, czyli moze przyjmowac tylko pewne szczególne wartosci:

(3) ,P ....•I;w=/(I+1)1i2 dla/=O,I,2,3, ... ,

Wrócmy teraz do przykladu z rysunku l. Wprawmy nasze cialo w obrót wokól osiOX i spójrzmy
na nie z kierunku wyznaczonego przez osOY. Co widzimy? Oto wokól pewnego nieruchomego
punktu w przestrzeni (RM) drga punkt RQ, w którym jest umieszczony wypadkowy ladunek
Q = Q,,+QB+QC. Jaki efekt musi sie pojawic? Oczywiscie, uklad bedzie emitowal
promieniowanie elektromagnetyczne. Poniewaz promieniowanie to pochoazi od obracajacego sie
dipola elektrycznego, bedzie to promieniowanie dipolowe. Rozpatrzmy teraz sytuacje, gdy masy,
ladunki i odleglosci miedzy nimi sa takie, ze srodek masy i srodek ladunku znajduja sie w tym
samym punkcie. Teraz nie ma juz wirujacego dipola elektrycznego. Uklad wyglada raz jak
ladunek skupiony blisko punktuRQ = RM (wtedy, gdy pret ustawiony jest w naszym kierunku),
a raz jak ladunek rozlozony po obu stronach tego punktu (wtedy, gdy pret jest ustawiony
prostopadle do kierunku, z którego patrzymy). Wyglada to zupelnie jak pulsowanie ladunku na
boki i do srodka. Taki zmienny rozklad ladunku bedzie równiez zródlem fali elektromagnetycznej
- bedzie emitowal tzw. promieniowanie kwadrupolowe.

n n n nx-- + --- = -- + -- = n.
l+x 1+~ l+x l+x

x

/'-- ...•,_ --- ,-- .....•.• ,I \
I O C O ,'~I, 116 116 ,
\ I I I, ,' ..••---,.......••• ---,......••.. --..,'

Liczby n/O +x) i n/(1 +~) maja niezerowe

czesci ulamkowe, których suma na mocy

powyzszej równosci wynosi l. Zatem

[n/O+x)l+[n/(I+~)] = n-I, czyli jest
n - l wyrazów obu ciagów mniejszych od n i n

wyrazów mniejszych od n + l, co konczy
dowód.

Rozwiazanie zadania M 497. Czesc calkowita

liczby Q bedziemy oznaczac przez[al.
Zauwazmy, ze zaden zwyrazów obu ciagów
nie jest liczba calkowita. Niechn bedzie liczba

naturalna. Jest[n/O + x)l wyrazów pierwszego

ciagu mniejszych od n i [n 1(1 + ~)] wyrazów
drugiego ciagu mniejszych odn.
Jednakze

Rys. 2. Molekula dwutlenku weglaCO,.
Odleglosci miedzy jadrami podane sa na

rysunku w angstremach. Linia przerywana
zaznaczono schematycznie rozmiar obszaru

zajmowanego przez elektrony molekul. Male
kulki reprezentujace jadra atomowe sa,
oczywiscie, na rysunku duzo za duze.

(Sa)

lub

(Sb)

Rozwiazanie zadania F 239. Atom deuteru ma

jadro dwa razy ciezsze od jadra atomu wodoru.
Jesli prtyjmiemy. ze elektron porusza sie wokól

nieruchomego jadra, to oba widma powinny
byc identyczne. W rzeczywistosci elektron

i jadro poruszaja sie wokól wspólnego srodka

masy. Poziomy energetyczne takiego ukladu sa

identyczne z pozi~mami energetycznymi" ciala
o ladunku równym ladunkowi elektronu e
i masie

Mm
JJ = M+m'

gdzie M - masa jadra, In - masa elektronu.

Energia fotonu wypromieniowanego przy
przejsciu ze stanu opisanego liczba kwantowa
ni do stanu 112 (nt'> n2) wynosi

gdzie €o - przenikalnosc dielektryczna prózni,
h -stala Plancka. Widma obu atomów beda

wiec rózne.

jest liniowa funkcja liczby kwantowej momentu peduI. Uklad kwantowy przechodzac z danego
poziomu na poziom nizszy emituje kwant promieniowania elektromagnetycznego. Energia tego
kwantu musi byc dokladnie równa róznicy energii miedzy poziomami, a moment pedu kwantu
musi byc dokladnie równy róznicy momentów pedu dwu poz\omów. W kwantowej teorii pola
elektromagnetycznego fale elektromagnetyczna mozemy opisac jako zbiór czastek, fotonów.
Foton ma energieliw, ped liwie oraz moment pedu, który jest wielokrotnosciali. Najmniejszy
moment pedu fotonu równy jestIii i foton taki nazywamy fotonem dipolowym. Fotony
o momencie ped~21i nazywa sie fotonami kwadrupolowymi, o momencie pedu31i -

oktupolowymi, itd.

Analizujac promieniowanie emitowane z gazowego dwutlenku wegla mozemy zaobserwowac
kwanty o okreslonych energiach i okreslonych momentach pedu i z tych obserwacji "ulozyc"
cale pasmo rotacyjne. Wyniki takiego pomiaru przedstawione sa na rysunku 3a. Jak widzimy,
pasmo rotacyjne sklada sie wylacznieze stanów o parzystych momentach pedu. Energie
emitowanych kwantów promieniowania przedstawione sa na rysunku 3b. Ze znakomita
dokladnoscia rosna one liniowo wraz ze wzrostem momentu pedu - upewnia nas to o tym, ze .
znalezlismy prawdziwe pasmo rotacyjne. Dwutlenek wegla emituje wylacznie kwanty o momencie
pedu 21i. Dlatego momenty pedu stanów w pasmie zmieniaja sie co 2, a stanów o nieparzystym
momencie pedu po prostu nie ma. Przypomnijmy sobie nasza analize ukladu kul na precie -
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wystepowanie promieniowania kwadrupolowego przekonuje nas o tym, ze czasteczka dwutlenku
wegla nie ma momentu dipolowego, a wiec potwierdza to hipoteze, ze atomy tlenu polozone sa
symetrycznie po dwu stronach atomu wegla.

Czasteczka CO, jest bialym krukiem w swiecie molekul - wiekszosc z nich ma w równowadze
niezerowe momenty dipolowe. Dla przykladu popatrzmy na -wyniki pomiaru promieniowania

tlenku azotu N,O (rysunki 4a i 4b). Pasmo rotacyjne zawiera teraz poziomy o wszystkich liczbach
kwant.owych I; róznice momentów pedu miedzy kolejnymi poziomami sa równe l, a wiec kazdy
z kwantów promieniowania musi unosic moment pedu lli. Czasteczki N,O emituja wiec
promieniowanie dipolowe, a zatem maja w równowadze niezerowy moment dipolowy. Jest tak
dlatego, ze w czasteczce tlenku azotu atomy azotu sa po tej samej stronie atomu tlenu (rys. 5).

Dotychczas mówilismy tylko o obrotach wokól osi prostopadlej do osi symetrii. Uklad pretów
i kul makroskopowych, o jakim mówilismy na poczatku, moze sie, oczywiscie, obracac równiez
i wokól swojej osi symetrii. Mozna byloby wiec oczekiwac podobnego ruchu w przypadku
ukladu mikroskopowego. Natrafiamy tu jednak na powazny problem zwiazany z niemoznoscia
odróznienia czasteczki liniowej od takiej samej czasteczki obróconejQ jakis kat wokól osi
symetrii. W przypadku ukladu pretów i kul rozróznienia takiego mozemy dokonac; na przyklad
stawiajac pedzelkiem mala kropeczke na jednej z kul ukladu i obserwujac jej polozenie.
Czasteczki liniowe maja idealna symetrie obrotowa i z punktu widzenia mechaniki kwantowej
ruch obrotowy wokól ich osi symetrii po prostu nie istnieje. Natomiast kazde odstepstwo od
.liniowosci czasteczki prowadzi do pojawienia sie kilku pasm rotacyjnych.

Rys. 3. Pasmo rotacyjne gazowegodwuth:nku ;e-
wegla CO, (a) otrzymane z jego widma <:...

absorpcyjnego (b).

------

H.ys. 4. Pasmo rotacyjne gazowego N20 (al.g,
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Rys. 5. Molekula tlenku aLotu.

Znajac energie emitowanych kwantów i wartosc stalej Plancka mozemy wyznaczyc momenty
bezwladnosci rozmaitych molekul. Dla naszych-czasteczek CO, i N,O wynosza one odpowiednio
0,72' 10-45 kg' m' oraz 0,67' ]0-45 kg' m', a wiec sa bardzo male. Nie oznacza to jednak, ze
czasteczki obracaja sie wolno! Aby przy tak malym momencie bezwladnosci móc zmagazynowac
"az" jednostke li momentu pedu, musza one wykonywac okolo]010 obrotów na sekunde, co przy
ich malych rozmiarach wymaga,.by skrajne atomy poruszaly sie z calkiem spora predkoscia
kilkunastu metrów na sekunde. Z jeszcze wiekszymi predkosciami katowymi wiruja jadra
atomowe!
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Rozwazmy nastepujace zadanie: od danej liczby parzystocyfrowej, której pierwsza cyfra jest
wieksza od ostatniej, odejmijmy liczbe powstala z wyjsciowej przez zapisanie jej cyfr w odwrotnym
porzadku. Do otrzymanej w ten sposób liczby dodajmy liczbe z niej powstala znów przez
zapisanie jej cyfr w odwrotnym porzadku (jesli róznica miala mniej cyfr niz liczba, z której
startowalismy, to dopisujemy jej na poczatKuO i dopiero "odwracamy"). Okazuje sie, ze jesli
zaczynalismy od liczby 2n-cyfrowej, to w 45' przypadkach nasze postepowanie da w wyniku
liczbe 2n-cyfrowa skladajaca sie z samych dziewiatek. Wynik taki otrzymamy, jezeli tylko liczba,
od której rozpoczelismy, spelnia nastepujace warunki(al oznacza i-ta od konca cyfre danej
liczby) _

a" > a" a,n_l < a" a,,~, >~" ... ,a,+l > an, jesli n nieparzyste,

a an .•. 1 < an, gdy n parzyste.
Jesli zas liczba nie spelnia powyzszych warunków, to opisane postepowanie prowadzi do liczby,
w której zapisie nie wystepuja cyfry 2, 3, 4, 5, 6, 7. '

Wynik ten wra~ z dowodem przekazal nam pan Tadeusz Boncler. Sadzimy, ze publikowanie
dowqdu zepsuloby Czytelnikom przyjemnosc, jaka bedzie przeprowadzenie go samodzielnie.
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