
Rozwiazanie zadania zMalej Delty. o pewnym hokus-pokus w kombinatoryce

Dr Jerzy RUTKO WSKI

Jednym z dzialów kombinatoryki jest teoria tozsamosci kombinatorycznych, czyli takich

. tozsamosci, w których wystepuja symbole Newtona (~). Do tozsamosci kombinatorycznych
naleza np. równosci

(nEN, kENu{O}),

(n E Nu {O}).

Teoria tozsamosci kombinatorycznych jest bogata w metody i wyniki (utworzona przez
matematyka amerykanskiego GouJda lista najwazniejszych tozsamosci kombinatorycznych
zawiera ich 500). Z tozsamosci kombinatorycznych korzysta sie w rachunku prawdopodobienstwa,
teorii grafów, algebrze abstrakcyjnej, analizie matematycznej i w innych dzialach matematyki.

Przypomnijmy, ze jeslix E N, to

Powyzsze okreslenie wartoscI symbolu Newtona ma sens dla dowolnej (niekoniecznie naturalnej!)

liczby rzeczywistej x. Sluzy wiec ono za -definicje wartosciG) dla dowolnych x ER, k E Nu {O}.
Jako latwe cwiczenie polecam Czytelnikowi sprawdzenie, ze

(k E Nu {O}).

jesli k E N,

jesli k = O.

(-k) k(2k-:-l)
= (-1)

k k

(-1/2) = _ ~3 16 '

(X) = lx(x:-l)· (x-k+ 1)

k l· 2· k '
l,Rozwiazanie zadania M 496. Rozpatrzmy dwie

dowolne dziury. Zbiór,punktów przestrzeni

równo odleglych od srodków obu dziur jest

plaszczyzna; punkty, polozone blizej jednej

z dziur, tworza pólprzestrzen, która jest

zbiorem wypuklym. Wieloscian, zawierajacy

dana dziure, jest zbiorem punktów, których
odleglosci od srodka danej dziury sa mniejsze

niz od srodków pozostalych dziur. Taki

wieloscian jest wyptlkly, poniewaz jest czescia
wspólna zbiorów wypuklych (pólprzestrzeni).

Przyporza~kowanie dowolnej liczbiex E R przy ustalonym k E Nu {O} wartosci (~) jest funkcja.

Oczywiscie funkcja (:) jest wielomianem stopniak. Np.

G) = 1, (;) = x, G) = ~ (x2-x), (X) _ x(x-l)(x-2) = ~(x3-3xZ+2x).3 - 1·2·3 6

Równiez dla tak ogólnych symboli Newtona sluszne sa pewne tozsamosci. Dla przykladu
sprawdzimy, ze

(porównaj te tozsamosc z (1)). Jeslik = O, to (3) redukuje sie do równosci l+x = x+ 1. Jesli
zas k E N, to

Rozwiazanie zadania M 498. Przypuscmy, ze

pionków jest skonczenie wiele i rozpatrzmy

najwyzszy wiersz szachownicy, w którym

jeszc2e sa pionki. Ostatni pionek z lewej strony

musi miec co najmniej pieciu sasiadów - wtedy

jcJnak ma sasiada z lewej - sprzecznosc.

(3) (x E R, k E Nu {O})

IX) (X) = (X) (X) x-k = (X) ~ = (X+I)\k + k+l k + k k+l ki k+l k+l·

A oto dalsze przyklady:

(4) (n EN, X ER),

Zaklecie to ma bardzo pozadana wlasnosc - jest ono liniowe. Oznacza to, ie dla dowolnych liczb
bl, ... , bn i dowolnych wielomianów Wl, ... ,Wn zachodzi równosc

h(bl· Wl+ ... +bn, wn)= bl . h(Wl)+ ... +bn· h(wn).

(n E N, X ER) .

n

~(X:k) =(X+:+l)_lk=l

Przejdzmy wreszcie do naszego hokus-pokus. Otóz zaklecieh ("h" jak hokus-pokus) przemienia
w scisle okreslony sposób wieU)miany w liczby. Jesli11' jest wielomianem, toh(w) jest jego
wspólczynnikiem przy zmiennej w pierwszej potedze, czyli jesliw(x) = CO+C1X+ ... +cnxn,
to h(w) = Cl.

• (5)

L;ltwo zohacl.Yc, ze liczby 5 w sformulowaniu

l.adanii.J nie da sie zastapic przez mniejsza.
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k l
'ak 'ak ~_ .. ... = a, .... L.; ajj=1

(:)li a-j
, j=O

a,' .... aj_" aj' aj+'

aj

jesli a rt {O, l, ... , k-l}.

jesli a E {O, l , ... , k - l }

(n EN),

, 1
·2· 1.(-1)' .... (a-k+ 1)= - a!' (k-a-l)!' (_l)"-kU

, k!

k

·a)_,·aj+,· ... 'ak= 2.;
j=1

l
c, = - a' (a-l)'

k! ...

( _l)a+kU

To konczy dowód naszego twierdzenia.

Z twierdzenia tego widac, ze zaklecieh przemienia kazdorazowo wyrazenie kombinatoryczne

(x+a)k w wyrazenie równiez kombinatoryczne. Teraz, gdy jestesmy juz wtajemniczeni w dzialanie
zaklecia h, mozemy przystapic do robienia sztuczek. Wezmy jako rekwizyt tozsamosc (4).
Zaklinajac lewa strone równosci (4) otrzymujemy

Przypadek II- kazda z liczba" ... , adest rózna od O. Wspomniana wyzej sume iloczynów
mozemy w tym przypadku przeksztalcic nastepujaco

A oto dowód. Z definicji symbolu Newtona mamy

h((x:n) -l) = h( C:n)) -h(1) = (:) j~1 n~l -O= ~ ~.

W efekcie otrzymalismy nastepujaca, zupelnie niepodobna do (4) tozsamosc kombinatoryczna:

(x+a)Stad dla naszego wielomianu k mamy

, k-l

1 L 1CI = - a' (a-l)' ... ' (a-k+ 1) -- =
k! a-j

j=O

Zauwazmy, ze po wykonaniu mnozen w iloczynie dwumianów(x+al)· (x+a2)· .... (x+ak)
otrzymamy wielomian, którego wspólczynnik przyx jest sumak iloczynów postaci
a, ..... a)_1 • aH' ..... ak (j = 1,2, ... ,k) - niech Czytelnik'sprawdzi to dlak = 2,3 i 4.
Rozwazmy teraz dwa przypadki:
Przypadek I - któras z liczba" .. " ak, np. al, jest zerem. Wtedy wszystkie iloczyny zawierajace
czynnik al sa równe O i wspólczynnik przyx redukuje sie do jednego iloczynu

(x+a)a, ..... al_l' al+' ..... ak. W szczególnosci dla rozwazanego przez nas wielomianuk '
przy zalozeniu, zea E {O, l, ... , k -l} mamy

(x+a) 1
= - [x+a]· [x+ (a-l)]' .... [x+ (a-k+ l)].

k k!

Fakt ten wynika wprost z definicjih oraz z okreslenia odpowiednich dzialan.

Istotna role w naszych czarach odgrywac bedzie nastepujace

Twierdzenie. Niecha bedzie dowolna liczba rzeczywista i niechk E N. Wtedy

( _1)"+k+1

k

2.; a, ....
j=!

1; (_~k+' (;) =1; ~k=1 ,k=1

Jesli w równosci (4) podstawimyx-l w miejsce x (wszak (4) jest równoscia wielomianów), to
otrzymamy nastepujaca tozsamosc wyjsciowa

,-

CO NOWEGO W

KW AZIKRYSZT ALACH?

Kwazlkrysztaly sa to krysztaly o
"medozwolonej" przez prawa klasycznej
krystalografii symetrn Jako pterwsze
odkryto kwazlkrysztaly o symetriI
pI~clOkrotnej zbudowane z 14% manganu I
86% aluminIum (patrz artykul w Delcie nr 8
z 1986 r ), a pózniej z innych stopów
metalt przejSciowych, W 1985 roku Leonid
Benderskt z Umwersytetu w Baltimore
(Maryland, USA) wykonal seri~ badan
stopów manganu i ghnu za pomoca
mIkroskopu elektronowego o wysokIej
zdolnoSct rozdzIelczej Udowodnil on, iz ze
wzrostem koncentracJI manganu
kwazlkrysztaly o symetnl pi~iokrotnej
"przechodza" w kwazlkrysztaly o OSI
dZlesl~ciokrótnej, Nastepme mieszana grupa z
Polttechmkt w Zurychu (Szwajcaria) i
Umwersytetu w Nagoja (Japoma) znalazla
badajac stopy mklu I chromu pewne dowody
na istnIeme kwazlkrysztal6w o symetrll
dwunastokrotnej Z koleI do badan wlaczyh
Ste uczem z Laboratorium Mikroskopti
Elektronowej ChInskiej Akademii Nauk w
Pektme, którzy najpIerw potwlerdzilt fakt
IstnIenIa kwazikrysztal6w osymetru
dZlesleclOkrotnej, Ostatmo zaS oglosllt o
odkrYCIUkolejnego, nowego gatunku
kwazlkrysztalów o symetrn oSmlOkrotnej
(Warto dodac, Ze mozltwoSc Istmema, takich
kwazlkrysztalów byla w 1986 roku
postulowana w pracach teoretycznych) Sa
to znów stopy metah przejSclOwych o
skladach Cr2Nt3Si2 oraz VlsNilOSI
Otrzymywano je w postacI cIenkich warstw
przez gwaltowne schladzanie rozpylonych
metalt i krzemu, Nastepnie próbki byly
badane przy u2yciu dyfrakcji elektronów
oraz mikroskopu elektronowego o wysokiej
zdolnoSci rozdzielczej (okolo 0,25 nm)
Otrzymane widma dyfrakcyjne wykazuja
bardzo wyraznie symetrie Mmiokrotna, Tzrt,
sa identyczne po obrocie o kat21l/8 czyli
45·, Z kolei obrazy otrzymane w
transmIsyjnym mikroskopie elektronowym
wykazuj" brak symetrii periodycznej, co
jest wspóln" cech" wszystkich
kwazikrysztalów, Obrazy te moglI byc
natomiast symulowane za pomoc"
nieperiodycznej sieci otrzymanej z
kwadratów oraz rombów o identycznym jak
kwadraty boku i klIcie 45·, l-atwo narysowac
sobie tak" siec i przekonac sie, Ze istniej" w
niej punkty o symetrii oSmiokrotnej,
Obecnie jedynie 'slawny chemik i
krystalograt, laureat l)agrody Nobla, Linus
Paultng w dalszym ci"gu konsekwentnie
twierdzi, Ze kwazikrysztaly nie istnieja' i
usiluje wyjasnic istniej"ce dane
eksperymentalne przez wystepowanie w nich
tzw, wielokrotnych zblizniaczen, Natomiast
wiekszoSc krystalografów i fizyków ciala
stalego przekonana duz" ilMcia faktów
eksperymentalnych, jak i analiz
teoretycznych "pogodzila sie" z faktem
realnego istnienia kwazikrysztalów, Zapewnie
wiec w nowych podrecznikach z fizyki
kwazikrysztaly znajd" nalezne sobie miejsce,

FiZYCZnE nOWInHl
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Czyniac teraz hokus-pokus, otrzymujemy tozsamosc

n) k l l); (: (_1)1+1 }; j = --;;k=l j=l

(szczególy pozostawiam Czytelnikowi).

Czytelnik moze tez spra~dzic, ze z (5) mozna wyczarowac tozsamosc

n k l n+ I l
); ); -;- = (n+ l) ); -;- (n E N).
k=1j=1 ] j=2 ]

Np. dla n = 4 zachodzi równosc

( l) ( l l) ( l l l) (l l l l)
1+ 1+- + 1+-+- + 1+-+-+- = 5 -+-+-+- .2 23 234 2345

Takich zastosowan funkcjih (bo czymze jesth, jak nie funkcja?) jak te powyzsze mozna wskazac
jeszcze wiele.

_Zadania
Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 496. Udowoonic, ze prostopadloscienny ser szwajcarski mozna rozciac na wielosciany wypukle
w taki sposób, by w kazdym z nich znalazla sie dokladnie jedna dziura (dziury sa kuliste).
Rozwiazanie na str. 10

M 497. Niech x > O bedzie liczba niewymierna. Udowodnic, ze miedzy kazda para kolejnych
liczb naturalnych znajduje sie dokladnie jeden wyraz jednego z ciagów

l+x, 2(1+x), 3(1+x), ...

1+ :' 2(1+ :), 3(1+ :), ...
Rozwiazanie na str. 14

M 498. Na nieskonczonej szachownicy ustawiono pionki w taki sposób, ze kazdy ma co najmniej
pieciu sasiadów (przyjmujemy, ze kazde pole ma osiem pól sasiednich). Udowoonic, ze pionków
jest nieskonczenie wiele.

(Wlodzimierz Smolenski)
Rozwiazanie na str. 10

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 238. Miedzy dwa polaryzatoryP i P' (patrz rysunek), których osie (kierunki polaryzacji

s~iatla przepuszczanego przez pryzmaty) tworza kat 45°, wstawiona jest rurka o dlugosci
l = 0,5 m wypelniona dwusiarczkiem weglaCS2• Zewnetrzne pole magnetyczne o indukcjiB
skierowane jest równolegle do osi rurki. Jakie powinny byc zwrot i wartosc wektoraB, aby jak
najwiekszy strumien swiatla docieral z punktuSdo punktu O? Co sie stanie, gdy zamienimy
polozenia zródla swiatlaSi punktu obserwacji O bez zmiany pozostalych elementów ukladu?
Stala opisujaca zaleznosc kata skrecenia plaszczyzny polaryzacji swiatla wCS2 od dlugosci drogi
swiatla i natezenia pola magnetycznego (stala Verdeta) wynqsi V= 42"103T-l. m-l.
Rozwiazanie na str. 17

F 239. JasIro atomu wodoru (proton) i jadro atomu deuteru przyciagaja elektron z taka sarna
sila. Czy widma obu atomów beda takie same?

Rozwi~anie na str. 14
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