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165. Funkcja f o wartosciach rzeczywistych, okreslona i rózniczkowalna w zbiorze liczb
dodatnich, spelnia warunek: lim(f(x)+ f'(x» = O. Czy stad wynika, ze limf(x) = O?

x~OC) x~oo

i lezacych pomiedzy dwusiecznymi katówA i B. Pole tego zbioru
równa sier' (dlugosc AB)+ (dwa przyczynki przy koncach). Jesli
kat przy wierzcholku (np.A) jest <n, musimy odjac trójkat
prostokatny o wysokoscir i kacie A/2; ma on pole wieksze niz
zawarty w nim wycinek kola o polu(r2/4) (n- A). Jesli kat przy
wierzcholku (np.B) jest ;; n, musimy dodac wycinek kola
o rozwartosci katowej (B-n)/2, o polu (rZI4) (B-n). Lacznie
wiec, pelna powierzchnia tych zbiorów jest ograniczona przez
r . obwód - (rZ 12) (suma katów zewnetrznych)= r' obwód - nrz,
a poniewaz z zalozenia suma tych zbiorów zawiera caly wielokat,
widzimy, ze pole ~r' obwód-nrz. Skoro to jest prawda dla
wszystkich r przekraczajacych maksymalny promien kola
wpisanego, zatemSld jest dolnym ograniczeniem dlugosci tego
promienia.

166. W przestrzeni trójwymim owej z ustalonym kartezjanskim ukladem wspólrzednych
rozpatrujemy zbiór punktów kratowych, tj. punktów, których wszystkie wspólrzedne sa liczbami
calkowitymi. Niech K bedzie szesciane'm jednostkowym o wierzcholkach w punktach klatowych
i niech bedzie dany dowolny punkt kratowyP. Udowodnic, ze sposród osmiu odleglosci punktu
p od wierzcholków szescianuK co najmniej cztery sa liczbami niewymiernymi.
Zadanie 166 zaproponowal pan Werner Mnich z Opola.

Przypominamy tresc zadan:
157. Wielokat W ma pole S i obwód d, Dowiesc, ze W zawiera kolo o promieniu> Sld.
158. Dane liczby rzeczywiste Xl ~ ". ~ Xn. 2:Xl = O. Dowiesc, ze 1:;xT ~ -nXIXn i ustalif., kiedy zachodzi równosc.

!=44

157. Przypuscmy, ze nie istnieje kolo o promieniur zawarte wW.
Wówczas kazdy punkt wielokataW jest odlegly nie wiecej niz
o r od brzegu. To znaczy, ze jesli wezmiemy paski szerokoscir
wzdluz kazdego boku, to ol1,e(w zasadzie) pokryjaW. Problem
pojawia sie przy wierzcholkach, gdzie trzeba dokonac
staranniejszej kalkulacji. Mianowicie, jesli mamy bok odA do B,
budujemy nie pasek, ale zbiór punktów odleglych o~r od AB

Ozel6wka ligi zadaBiowej "Klub 44 M"

po uwzglednieniu ocen r.zw1~zanzadan 153 /WT_1,51/ i 154 /WT_2,52/
z numeru 8/1987

Marcin Mazur - Bialyetok 47,59pkt

Piotr Kumor - OlsztYB ,47.51pkt

JaB Ciaeh -Oatrewiec S 44.17pkt

Miroslaw Mikuoki - August6w 42,68pkt

Pietr Wach - Katowic •• 41,35pkt

Edward OrzechsWllki - Warszawa 41,15pkt

Tadeusz J6zefczyk - PozBan 41,10pkt

Krzysztof JedziBiak- Katowice 39,85pkt

Sume 44_ punkt6w przekraczaja: pan Mazur

po raz trzeci /6smy Weteran Klubu 44/,

pan Kumor po raz pierwszy i pan Ciaoh

po raz drugi.

158. Liczby Xl i x" sa pierwiastkami trójmianu kwadratowego
fet) = (2_ (X, +x") t+XIX". Zatemf(t) < Odla t E (X,; X"),
a stad O;; f(Xl)+ ... +f(xn) = Lxf- (x, +Xn)Lxl+nx, X" =
= L xf + nx, x"' przy czym nierównosc jest ostra, jesli choc jedna
z liczb Xl nalezy do przedzialu otwartego(x l;X"). Innymi slowy:
nierównosc prze<.:hodzi w równosc wtedy i tylko wtedy, gdy
x, = ... = Xk, Xk+ l = ... = X" dla pewnegok E {l, ... , n-l}.

Czytelnicy zapewne zauwazyli, ze podane tu rozwiazanie zadania
157 rózni sie stylem i charakterem od wiekszosci prezentowanych
w lidze rozwiazan. Byc moze, zauwazyli tez, ze jest onow ogóle
niepoprawne. Zadanie to zostalo zaczerpniete z pewnego
amerykanskiego zbioru zadan. Znajduje sie ono tam wraz
z rozwiazaniem, którego doslownym tlumaczeniem jest przytoczony
tekst. O tym, ze zawiera ono istotny blad (niedokladnosc? luke?)
przekonalismy sie dopiero przy opracowywaniu rozwiazan do
naszego numeru, gdy temu rzeczywiscie sugestywnemu
rozumowaniu próbowalismy nadac bardziej precyzyjna forme. ,
Uznalismy jednak, ze warto to "firmowe" rozwiazanie pokazac'
Czytelnikom, zachecajac ich do przyjrzenia sie mozliwym
sytuacjom, wykrycia luki i do próby znalezienia poprawnego
rozwiazania. Dowód, który nam sie udalo dopracowac (zreszta

oparty generalnie na tym samym pomysle "brania pasków wzdluz
boków") jest - nie bedziemy tego ukrywac - dosc zawily.
Przedstawimy go Czytelnikom w odrebnym artykule w drugiej
polowie roku.
Moze uda sie komus z Czytelników znalezc rozwiazanie niezbyt
skomplikowane, a przy tym bezbledne. Prosimy wówczas
o przyslanie; oczywiscie juz nie w ramach konkursu ligowego
(zreszta, w chwili, gdy piszemy te slowa, nie wiemy jeszcze, co
znajduje sie w korespondencji od uczestników ligi). Jesli przyslane
rozwiazanie okaze sie istotnie prostsze czy nawet tylko istotnie
rózne od znalezionego przez nas, chetnie je wydrukujemy.
Problem wydaje nam sie na tyle ciekawy, ze warto do niego
powracac.

Przy redakcji "Delty" powstal ZERO KOPRU. czyli Zespól

Rozpowszechniania Konkursu Prao Ucznlowsklc~, zlozony z laureat6w

dotychczasowych konk-urs6w. Czlonkowie zespolu beda wyjezdzac

do szk6l srednich na spotke~ia z uczniami, wystarczy tylkO, aby

zainteresowane takim spotkaniem szkoly skontaktowaly sie

z redakcja "Delty" w celu uzgodnienia szczeg6l6w wizyty.

Liczymy na to, ze uda nam sie zachecic uczniów do szerszego

niz dotychczas udzialu w konkursis, a co najwazniejszs 

pom6c wwyborzs interesujacego tematu pracy konkursowsj.

Przypominamy, ze Konkurs Prac Uczniowskich z Matematyki

jest organizowany conocznie, a szczególOWY regulamin ukazal

sie w "Delcie" 2/1987, ukaze sie takze w "Delcie" 2/1988.

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny Polskiego

Towarzystwa Matematycznego i Redakcje miesiecznika Delta, przy poparciu

Ministerstwa Oswiaty i Wychowania.

2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typów szkól.

3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.

4. W eliminacjach bierze udzial uczen, który VIterminie do dnia 1 majapnesle
pod adresem Redakcji Delty jeden egremplarz swojej pracy matematycznej. Do

pracy nalezy dolaczyc nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa,

nazwa iadres szkoly, imie, nazwisko i adres nauczyciela - opiekuna pracy.,

S. Praca powinna zawierac samodzielny wklad uczniai pelna informacje

o zródlach, z których korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda

dopuszczone do finalu konkursu.

6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez Komisje Konkursu

i kompetentnych recenzentów. Te sposród prac, które spelniaja warunki

konkursu, zostana przedstawione Jury Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze

prace do finalu, który odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej

Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przeslane autorom prac

oraz nauczycielom - opiekunom prac przed koncem roku szkolnego.

8. Finalisci i naUCZyciele opiekujacy sie ich pracami otrzymuja od Zarzadu

Glównego PTM zaproszenie do ud.zialuw Sesji na koszt Towarzystwa.
9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez ucznia, podczas

specjalnego otwartego posiedzenia Sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz

15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji na temat, któremu poswiecona byla praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedLie bralo pod uwage, oprócz

merytorycznej wartosci pracy, równiez samodzielnosc i oryginalnosc ujecia

tematu oraz przebieg referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny

i brazowy, wyróznienia oraz nagrody pieniezne fundowane przez Ministerstwo

Edukacj i Narodowej.

11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia
Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Preies Towarzystwa.

Wszyscy uczestnicy finalu otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesieczniku
Delta.
13. Komisje Konkursu oraz Jury Konkursu powoluje Zarzad Glówny PTM

na wniosek Komitetu Redakcyjnego Delty.
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