
Rozwiazanie zadania F 240. Calkowita energia

elektronu w odleglosci r od jadra jest
okreslona równaniem

gdzie me, e i p sa odpowiednio masa,

ladunkiem i pedem elektronu. Minimalna

energie otrzymamy dla najmniejszych
wartosci p i r. Jednakze zgodnie z zasada

nieoznaczonosci mamy,1p' I1r ~ h/l;r.

Zauwazmy, ze w zapisie tego wyrazenia

predkosc wystepujaca w pedzie jest predkoscia
w kierunku r (radialna). Srednie wartosci

promienia (r) i pedu (p) nie moga byc

mniejsze od nleoznaczonoSci polozenia .tr

i pedu Jp. Stld dla srednich wartosci r i p

mamy

(r)' (p) ". h/h.

Srednia wartosc energiI calkowitej W jest.
równa

(h/h)' .._'_'__ .
(W) = 2111.(r') - 4.no (r)

Wielkosc ta jest najmniejsza, gdy

punktów odleglych kazdy o ~ od dwóch sasiednich. Co najmniej jeden punkt
. q y.

tego zbioru lezy w odcinku ;, a jest postaci.f.., gdzie p jest liczba calkowita,- . q
wiec jest wymierny.

Ograniczymy sie teraz do odcinka[O, I]. I w nim liczby wymierne tworza zbiór
gesty. Oznaczmy go przezW. "Otoczmy" kazda liczbe ze zbioruW odcinkiem,

tó znaczy utwórzmy dla kazdej liczby.f.. odcinek [~- o, ~ + o], gdzie o jestq qq
liczba dodatnia. Nie zakladamy, ze jest to za kazdym razem ta sama liczba
dodatnia. Kazda liczba zW staje sie w ten sposób srodkiem jakiegos wybranego
odcinka. ° dlugosciach tych odcinków nic nie zakladamy. Czy te odcinki lacznie
zawsze musza -pokryc caly odcinek[O, l]? Innymi slowami, czy kazdy punkt
w [O, 1] zawsze lezy w któryms z wybranych odcinków, jakkolwiek je
wybralismy? Pamietajmy, ze w dowolnej bliskosci kazdego punktu lezy jakis
punkt wymierny i postarajmy sie odpowiedziec na zadane pytanie. Co
podpowiada intuicja? Mysle, ze prawie kazdemu podpowiada "tak", a wiec
klamie.

Liczby z W nie dadza sie ponumerowac w porzadku wzrastania, ale mozna to
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(r) = 4neo(h/2n)'
'lnce2.
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6 Widac, jak ten' ciag jest zbudawany i ze wystapi w nim kazda liczba
- Jest to wartosc promienia pierwszej orbity

w modelu Bohra. Minimalna wartosc energii

od;Jowiadajaca energii stanu podstawowego

jest wiec równa

mee4
Wo = - ------

32.~'e~(hf2n)'

Osoby, które w celu odnalezienia Hydry

zechca skorzystac z mapy nieba

wydrukowanej na okladkach rocznikaDelty

z 1985 roku lub obrotowej mapy nieba

wydanej przez PTMA. moga napotkac

powazne trudnosci. Czyzby nie zaznaczono

tam najwiekszego gwiazdozbioru? Rzecz

jasna, jest to niemozliwe. Na mapach tych
Hydra zostala nazwana'Wezem Wodnym.

Rzeczywisci~ czasem tak sieja nazywa, choc
jest to dosc niebezpieczne, gdyz moze

prowadzic do nieporozumien. Na poludniowej

pólkuli nieba Jezy gwiazdozbiór o nazwie
Waz Morski (Hydrus) i z Wezem Wodnym

latwo go pomylic.

wymierna. miedzy O al, i to nawet nie raz, lecz nieskonczenie wiele razy, np. "~

. k' . k /2 3 4. d P k 'l' l' b k "
wystapI. ta ze ja o4' 6' 8' lt. os res ajmy teraz telCZ y, tore JUZ raz

wystapily, to znaczy zostawmy tylko ulamki nieskracalne. Otrzymamy ciag(wn):'= t

. - 1 1 2 1 3
o wyrazach Wt = O; W2 = 1, W3 = 2' ,W4 = 3' Ws, = 3' W6 = 4' W7 = -4'

W8 = 5' H" W12 = 6' Wl3 =, ~ ' H' Jest to dokladnie ci,ag wszystkich róznych

liczb ze zbioru W, które w ten spQsób zostaly ponumerowane. Np. siódma z kolei

liczba w;mierna w [O, l] jest ~ . Otoczmy teraz kazda liczbeWn odcinkiem

In = lwn- 2n~2 ' wn+ 2n~2 ]. Jego dlugosc wynosi 2}+1 . Odcinki te beda

Patrz w niebo

Po zimowej obfitosci jasnych, przyciagajacych wzrok gwiazd, niebo wiosenne prezentuje sie
raczej skromnie. Jednak wlasnie teraz nadarza sie sposobnosc do zwrócenia uwagi na trzy
najwieksze (pod wzgledem zajmowanej powierzchni) gwiazdozbiory. Sa nimi (wg malejacej
powierzchni) Hydra (Hydra), Panna (Virgo) i Wielka Niedzwiedzica (Ursa Major).

Hydra jest konstelacja bardzo wyciagnieta w rektascensji - obejmuje swymi splolami ponad 1/4
obwodu nieba. Jej "glowa", skladajaca sie z czterech slabych gwiazdek, wschodzi o tej porze
roku jeszcze w dzien - okolo poludnia, a koniec "ogona" pojawia sie nad horyzontem dopiero
po zapadnieciu calkowitego zmroku. Szczesliwie "glowa" nie zdaza jeszcze zajsc w tym czasie,
a wiec przez pare godzin mozna Hydre podziwiac w calosci. Ponad póltora raza dluzszy
w rektascensji jest, widoczny u nas o kazdej porze roku, Smok,(Draco). Jednak, jako
gwiazdozbiór lezacy w poblizu bieguna, jest na niebie znacznie bardziej zwiniety, w zwiazku
z czym ma powierzchnie prawie o 20% mniejsza od powierzchni Hydry - zajmuje ósma pozycje
w grupie najwiekszych gwiazdozbiorów.

\ Konstelacja Panny - gwiazdozbiór drugi pod wzgledem zajmowanej powierzchni -'góruje
o tej porze roku okolo pólnocy. Przypomnijmy, ze gdy Slonce znajduje sie w znaku Barana
(kwiecien), jest ono - wskutek przesuniecia precesyjnego - w gwiazdozbiorze Ryb. Panna,
jako lezaca po p.-zeciwnej, w stosunku do Ryb, stronie Zodiaku, góruje w momencie dolowania
Slonca, czyli o pólnocy (o regularnosci pojawiania sie gwiazdozbiorów zodiakalnych pisalismy
w Delcie 2/1987).

Jesli chodzi o Wielka Niedzwiedzice, to jej obecnosc na niebie o zadnej porze roku nie budzi
zdziwienia. Jest powszechnie znanym gwiazdozbiorem okolobiegunowym, który w naszych
szerokosciach geograficznych nigdy nie wschodzi ani nie zachodzi. Tak sie jednak sklada, ze
wlasnie w podobnym czasie;:,co Hydra i Panna, Wielka Niediwiedzica zajmuje najwyzsze na
niebie, a wiec najdogodniejsze do obserwacji, polozenie. Fakt; ze Wielka Niedzwiedzica jest
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Rozwiazanie zadania M500. Aby zrozumiec,

co wlasciwie rabi ten niceo zagmatwany

algorytm, nalezy obliczyc kilka poczatkowych

wyrazów ciagu (On): Po otrzymaniu samych

zer i jedynek mozna zaczac cos podejrzewac.

Wynik, zapisany jako ulamek dwójkowy:

1,0110101 .. , (co daje ulamek dziesietny

1,414 ... ), sprawi, ze podejrzeni~ stana sie

bardziej konkretn~ l rzeczywiscie -

dostajemy rozwiniecie dwójkowe v:2,
DI~ dowodu zauwazmy, ze4(2-ol) = rl,
4(2'4-(21ao+20al)') = 4(2'4-4a~-sll =
= 4(r1 - sd = r2 i ogólnie,

4(2' 4" - (2"ao + + 2oa,,)') = rn+ t '

Stad p~ =: (ao + a,2-1 + .. , +a,,2-")' " 2.
ponadto (p,,+2-")' > 2,

Zatem Pn -. Y2. Zauwazmy jeszcze, ze
a" E 10,1 l, Gdyby bowiem a" ;;, 2. to (ao +
+a,2-1 + .. , +2' 2-")" 2.wiec (ao+

+a,2-1+ .. , +(a"_1+1)2-'''-Il)'" 2-
sprzecznosc, bo(Pn- t + 2-(11-1))2 > 2.

Ostatecznie, ciag(ali) nie jest okresowy. bo

.fi" jest liczba niewymierna ..

W rozmaity spof,ób zachodzic na siebie. Czy lacznie pokryja zbiór [O, l]? Gdyby tak
bylo, to ulozone jeden za drugim, tak, zeby tylko koncami sie stykaly, musialyby
utworzyc odcinek dlugosci co najmniejI. Tymczasem suma ich dlugosci, czyli

suma ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie {- i ilorazie+ wynosi/ I
zaledwie T'
W tym dowodzie nie korzystalismy naprawde z tego, ze liczbyWn sa wymierne.
Istotne bylo, ze dadza sie ponumerowac, czyli ustawic w ciag. Jesli elementy
zbioru mozna ponumerowac, zbiór nazywa sie przeliczalny. Udowodnilismy
zatem, ze jesli zbiórW [0,1], chocby gesty, jest przeliczalny, to jego punkty
mozna otoczyc odcinkami W ten sposób, zeby nie caly odcinek [0,1] zostal pokryty.
Co wiecej, mozna sobie dlugosci tych odcinków dowolnie z góry zadac, na
przyklad tak, zeby ich suma byla mniejsza od dowolnie zadanej liczbye > O.

Dla zbiei'u W moglismy zamiast In wzi-ac równie dobrze odcinkiJn = lwn -2Lk '

Wn + 2Lk]. gdzie k jest dowolnie duze, a niekoniecznie równe 2. Przy odpowiednio
00

duzym k bedzie L IJnl < c. Zbiór na prostej; który mozna pokryc odcinkami
n=1

Ó dowolnie malej sumie dlugosci, nazywa sie zbiorem miary O, a wiec kazdy
zbiór przeliczalny jest miary O. Zbiór wszystkich liczb wymiernych takze jest
przeliczalny, a wiec miary O. Jak go ustawic w ciag? To troche trudniejsze niz dla
liczb wymiernych w odcinku, ale mozna sie o to pokusic. A czy w ogóle istnieja
zbiory, których nie mozna ustawic w ciag?

Oczywiscie nie jest zbiorem miary O zaden odcinek, bo go w zaden sposób nie
pokryjemy przedzialami o sumie dlugosci mniejszej niz jego wlasna dlugosc. Stad
wniosek, ze zbiór liczb z odcinka [O,I], a tym bardziej zbiór wszystkich liczb
rzeczywistych jest nieprzeliczalny - jego elementów nie mozna ponumerowac, nie
starczy numerów. Inaczej mówiac -'liczb rzeczywistych juz w odcinku [O,I] jest
wiecej niz liczb naturalnych. Zatem nieskonczonosc nieskonczonosci nierówna -
jedna moze byc wieksza od drugiej. Co na to nasza intuicja? To odkrycie sprzed
113 lat, jedno z najwiekszych w historii matematyki, zawdzieczamy matematykowi
niemieckiemu Georgowi Cantorowi ..

Nieprzeliczalnosc ibioru liczb rzeczywistych wynikla nam stad, ze nie jest to
zbiór miary O. A czy kazdy zbiór miary-O musi byc przeliczalny? Odpowiemy na
to pytanie w drugiej czesci tego artykulu.

trzecim co 00 wielkosci gwiazdozbiorem, moze budzic zdziwienie jedynie wsród osób, które
utozsamiaja ja z Wielkim Wozem. Sam Wielki Wóz nie jest az tak duzy, stanowi on tylko
fragment Wielkiej Niedzwiedzicy - jej "tulów" i "ogon". "Przednie lapy" i "leb" Niedzwiedzicy
(utworzone ze znacznie slabszych gwiazd) leza az nad "glowa" Hydry. Wielka Niedzwiedzica
jest prawie tak samo dluga jak Hydra, tyle ze podobnie jak Smok lezy w poblizu bieguna,
gdzie kola rektascensji zageszczaja sie.

Inne, charakterystyczne zgrupowanie rozleglych gwiazdozbiorów mozna zaobserwowac w wieczory
jesienne, kiedy to góruja Wodnik(Aquarius), Pegaz (Pegasus), Erydan (Eridanus) i Wieloryb
(Cetuf). W ten sposób niemal wyczerpalismy liste dziesieciu najwiekszych gwiazdozbiorów obu
pólkul nieba (patrz tabelka). Z pozostalych dwóch Herkules(Hercules) jest najlepiej widoczny
w wieczory. letnie, Centaura(Centaurus) zas praktycznie nie widac w naszych szerokosciach
geograficznych - jego niewielkie fragmenty mozna dostrzec tuz nad horyzontem pod '"ogonem"
Hydry.

Dziesiec najwiekszych ~wiazdozbiorów

Nazwa lacinska

Hydra

Virgo
Ursa Major
CeluJ

Hercu/es
Eridanus

Pegasus
Draco

Centalfrus
Aquarius

1*

Powierzchnia

(w stopniach

kwadratowych)

1303
1294

1280

1231

1225
1138

1121

1083

1060

980

Zwrócmy uwage, ze najwieksze gwiazdozbiory wcale nie sa najbardziej znane (oczywiscie
z wyjatkiem Wielkiej Niedzwiedzicy), w tym sensie, ze nie jest latwo wskazac ich ksztalty na
niebie. Zawieraja stosunkowo niewiele jasnych gwiazd i dlatego prezentuja sie o wiele mniej
okazale niz np. tak znane konstelacje nieba zimowego jak Orion(Orion) czy Bliznieta (Gemini).

Dawniej najwiekJzym gwiazdozbiorem byl Okret Argonautów lezacy na poludniowej pólkuli
nieba. Zgodnie z obowiazujacymi do dzis postanowieniami Miedzynarodowej Unii
Astronomicznej Okret ,rozpadl sie na mniejsze fragmenty - Kil(Carina), Rufe (Puppis) i Zagiel
(Vela) - i jako calosc przestal istniec. Tym samym Hydra stala sie najwieksza konstelacja

i ogólnie.mozna powiedziec, ze znaczna wiekszosc gwiazdozbiorówzajmt:jacxch najwiekszepowierzchnie lezy na pólnocnej pólkuli nieba. Czy dotyczy to równiez gwiazdozbiorów
najmniej szych? Napiszemy o tym innym razem.

mgr Joanna UDALSKA
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