
Ulamki lancuchowe Jako curiosum powiemy jeszcze,ze, wychodzacz rozwiniecia liczby 991, momaby
zapomoca niezbyt dlugich rachunków obliczyc, iz najmniejszym rozwiazaniem w liczbach
naturalnych. równania

jest

U =379516400906811930638014896080, v= 12055735790331359447442538767.

Mamy tu pouczajacy przyklad, jak moze mylic indukcya, oparta jedynie na doswiadczeniu.
Podstawiajac za v wartosci kolejne1,2,3, ... ,az do1028, nie otrzymujemy rozwiazania
równania u2 - 991t12= 1, a jednak wnioskowanie stad,ze równanie to nie jest
rozwiazalne w liczbach naturalnych byloby bledne.Powyzszy cytat pochodzi z ksiazki
Waclawa Sierpinskiego "Teorja liczb" (Warszawa 1925). Opowiemy dalej, o jakim
rozwinieciu liczby v'99i mówi profesor Sierpinski. Chodzi tu o ulamki lancuchowe.

Kazda liczbe niewymierna z mozna zapisac jako ulamek lancuchowy
1

z = ao + 1al+--- 1a2+----
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gdzie ao jest liczba calkowita ial,a2, ... sa liczbami naturalnymi.
oznacza, ze z jest granica ciagu tzW. reduktówRn, gdzie

1
Rn = ao + 1al+-------

a2 +

Zapis powyzszy

i nastepnie

Oznaczmy Po= ao, qo= l,
Pl = aOal + l, ql = al oraz
Pn. = an.pn.-l + Pn.-2,
q••= a"q ••-l + q••-2 dla n = 2,3, ...
Wtedy R" = ~, przy czym ulamek
ten jest nieskracalny.

- - - Uli

Uwazny Czytelnik spostrzegl zapewne,
iz ciag liczb w nawiasie, poza pierwsza
i ostatnia, jest symetryczny, a
ostatnia to podwojona pierwsza -
tak jest zawsze, gdy d jest liczba
wymierna wieksza od l, która nie jest
kwadratem liczby wymiernej.

(Liczby wymierne daja sie zapisac jako skonczone ulamki lancuchowe.) W dalszym
ciagu bedziemy dla oszczednosci miejsca zapisywac równosci podobne do powyzszych
jako

z = (aO;al'''')' Rn = (aO;al, ... ,an).

Latwo podac wzór rekurencyjny na ciag(an). Oznaczmy Zo = z, ao = [zol
([t] czesc calkowita liczbyt), wtedy

1
Zn+l = ---, an+l = [Zn+l]'

Xn - an

W przypadku gdy z jest pierwiastkiem (niewymiernym) równania kwadratowego
o wspólczynnikach calkowitych, ciag(an) jest (poczynajac od pewnego miejsca)
okresowy. Zapisujemy to jako z= (ao;al, .. ..,ap,ap+l, ... ,ap+.) (gdy liczby
apH, ... ,ltp+. powtarzaja sie). Gdy niewymierna liczba z> 1 jest pierwiastkiem z
liczby wymiernej, zapis staje sie jeszcze prostszy z= (ao;al, ... ,a.).

Okazuje sie, ze znajomosc rozwiniecia w ulamek lancuchowy liczby-Id (d - liczba
naturalna nie bedaca kwadratem) pozwala znalezc rozwiazania naturalne równania

u2 - dtl2 = 1. Jesli -Id = (ao; al, ••• ,a.), to dla s parzystego wystarczy zapisac
redukty R.-l, R2.-l, Rs.-l,. ..jako ulamki nieskracalne ~, ~, ~, ... Pary(Ui,Vi) sa"1 "2 "3
szukanymi rozwiazaniami. Dlas nieparzystego rozwiazaniami sa liczniki i mianowniki
reduktów R2.-l, Rh-l, !lt;.-l,. ..

A teraz przepis na znalezienie ciagu(an) (dla liczby -Id). Okreslamy

h = [v'd], eo = 1, fo = O"

an-l = [fn-l + h], fn = an-len-l - fn-l, en = d - f~ .en-l en-l

Uklad ciagów (enJn) jest okresowy, a wiec ciag(an) tez jest okresowy. Wystarczy
znalezc takies, ze e.+l = el, f.H = h. Wtedy -Id = (ao;al, ... ,a.).

Gdy za d wezmiemy liczbe 991, to "zapomoca niezbyt dlugich rachunków"
otrzymujemy

v991 = (31; 2, 12, 10, 2, 2, 2, l,1, 2, 6,T, i, l, 1,3,1,8,4,1,2,1,2,3,1,4,1,20,6,

4,31,4,6,20,1,4, 1,3,2,1,2,1,4,8,1,3,1,1,1, 1,6,2,1,1,2,2,2,10,12,2,62).
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