
Numeryczna droga do solitonów
Dr hab. Ryszard Kutner

Tenuin .,soliton'" - w doslownym
thlluaczelliu !,samotnik" - pojawil
sie po raz pierwszy w pracy
N. J. Zabusky'ego i M. D. Krtlskala
w roku 1965 (praca In.ter"ction
oj .,solit.ons" in (1 collisionles8

pla.sma an!l the recu.rrence oj initia.l

st"tes opublikowana wPhysiem
Review LetterB 15. str. 240).
Autorzy znaleili na drodze czysto
numerycznej l'ozwia.zani~ równania
Kortewega - de Vriesa. luajace
post.ac zlokalizowanego przestr7.ennie
..garbu" przesuwajacego sie bezzaliany
amplitudy i ks,.;taltu .. Dwa takie
rozwiazania. biegnace naprz;eciw siebie,
zachowuja sie jak duchy: przenikaja sie
wzajcnlnie bez 2anian kszt.altów.

W poprzednim artykule (Delta.9/l988) omówilismy tzw. problem FPU, czyli
zagadnienie ekwipartycji energii w jednowymiarowym lancuchu, zlozonym z drgajacych

mas polaczonych nieliniowymi (~ie spelniajacymi prawa Hooke'a) spezynkami. Jak
sie okazalo juz po kilku latach, problem FPU otworzyl prawdziwa puszke Pandory
z "nieliniowymi demonami". O jednym z takich demonów - solitonie - opowiemy
w tym artykule. Oczywiscie, o solitonach mówiono i pisano juz wiele - chcielibysmy tu

przedstawic przede w~zystkim )<:rótki program pozwalajacy "puszczac" solitony i badac
ich wlasnosci za pomoca podrecznego mikrokomputera.

Postawienie problemu

Bedziemy kontynuowali watek zwiazany z jednowymiarowymi lancuchami, zakla.dajac

tym razem, ze sila, z jaka masa o numerzej + 1 dziala na masej (rys.l), jest po;'taci:

F(dj+l- dj) = -a{exp[-b· (di+l - dj)] - l}
(masy o numerach j =\) i j = N sa, jak widac, unieruchomione).
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b. Rys.1

Rys.i. Seria charakterystycznych
ujec migawkowych (b<;<]acych kopiami
ekranu) pokazujacych przede wszystkim
zderzenie dwóch solitonów.
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Lancuch tego typu nosi nazwe sieci Tody. Moglibysmy, rzecz jasna, przyjac tak jak

w poprzednim artykule, zeF(dj+l - dj) = Hdj+l - dj) + ~a(dJ+l - dj)2. Siec

Tody ma jednak te wlasnosc, ze rozwiazania jej równali ruchu mozna wyrazic przez
funkcje elementarne, a w granicznym przypadku ciaglego rozkladu mas równania
ruchu przechodza w równanie Kortewega - de Vriesa. Dla niewielkich wychylel} mas
z polozen równowagi w obu przypadkach sily sa z dobrym przyblizeniem jednakowe

(o ile zalozymy, ze ~= a· b > O i a ~ -b/2). Zapiszmy równania ruchu w najczesciej
uzywanej postaci: '

d2y'
(1) m dt2J = F(Yj-r) + F(Yj+r) - 2F(Yj),

gdzie Yj = dj - dj-l, j = 0,1, ... , N oraz Yo = YN+l' = O. Analogiczne równania
ruchu dotycza takze drgan skretnych dysków polaczonych w lancuch nieliniowymi
sprezynkami; moga tez byc przepisane w jezyku charakterystycznym dla obwodów

elektrycznych (tzw. równania Hiroty) lub zagadnien ekologicznych (tzw. 'równanie
Volterry). Naszym celem jest teraz numeryczne rozwiazanie u'kladu równan (1).

"Puszczamy" solitony

Skorzystamy z metody, która z powodze~Iiem stosowalismy poprzednio dla problemu

FPU (tzw. metoda ekstrapolacji parabolicznej). Poszukujemy rozwiazaniaYj

w kolejnych chwilach odleglych ollt = tn+l - t", n = 0,1..; Algorytm nasz ma wiec
postac:

(2) Yj(t,,~r) = 2Yj(tn) + (llt)2 {F(Yi+l(tn)) + F(Yj-l(t,,))-- 2F(Yj(t,,))} - yj(t,,-r),
m _ .

gdzie Yj(tn), oznacza, oczywiscie, wartosciYj w chwili t". Aby algorytm mógl
wystartowac, nalezy do ukladu równan (2) dolaczyc odpowiednie warunki poczatkowe.
Sa one teraz bardziej skomplikowane niz w problemie FPU. W chwili poczatkowej .

wzbu(izimy dwa solitony, tak'jak to pokazano na rysunku 2a. Pionowo odlozona
jest sila, z jaka masa o numerzej - 1 dziala na mase o numerzei, a masy znajduja
sie w punktach odpowiadajacych rzutom prostopadlym kropek rysunku na prost,\
pozioma. W tym miejscu Czytelnik móglby zadac pytanie, dlaczego wykreslamy

sil~, a nie wychylenie kolejnych mas z po!o,zen równowagi. Odpowiedz jest prosta -
oczywiscie - mozna równiez wykreslac wychylenia, tym bardziej ze program prawie je
oblicza, zdecydowalismy sie jednak na pokazanie wartosci sily, dla uzmyslowienia,
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ze ona takze moze rozchodzic sie wzdluz lancucha w postaci solitonów.

Zmodyfikowanie programu tak, aby wykreslal wychylenia, pozostawiamy jako
cwiczenie.

Prosze zauwazyc, ze znajac wartosci sily w chwili poczatkowej to= O dla kazdego j
mozemy juz odczytac potrzebne dalej wartosciYj(O). W programie jest to wykonane
w linii 400, w której zmienna u(j) oznacza wlasnie wyjsciowa wartoscYj(O).

Do wyznaczenia potrzebnych nam jeszcze wa,rtosciYj(tr) (oznaczonej w programie

jako y(j)) korzystamy z tzw. prostej metody Eulera i znajdujemy predkosc (oznaczona
jako w(j)) w polowie przedzialu czasowegot:..t (oznaczonego dt). Nastepnie mozemy
napisac, zey(j) = u(j) + w(j) . dt), co wykonuje sie w linii 470.

Obliczajac sile w chwili poczatkowej kNzystamy1. dosyc skomplikowanego wyrazenia:

. l' I-F(YjIO)) = a {expl-bYjIO)l -1} = ~Sj ,dt t=o

gdzie

Sj

~'.b k, k,81 =2 -sinh -cosli-.m. 2 2

Opis ten jako zywo pasuje do tego, co dzisiaj juz wiemyosolitonach, Wiedze te
moglismy znacznie rozbudowac wlasnie dzieki zastosowaniu metod numerycznych oraz
komputerów. Trzeba podkreslic, ze wiedza o solitonach to nie jest tflko sztuka dla
sztuki. Znalazla ona juz swoje zastosowania np. w badaniu jednowymiarowych zjawisk

zachodzacych w plazmie, w krysztalach, w ferromagnetykach, a takze.w zjawiskach
meteorologicznych itp.

Mamy nadzieje, ze zachecilismy Czytelników do samodzielnego dzialania.

ZanlieszczollY pr0grarn w Basku
napisany zostal na luikrokolllput<:r
ZX Spectrnm 48 K i jemu pokrewne,
ZX Spectrum +, Timex czy Elwro 800
Junior. Zalecamy prace z kompilatorem
TOBOS-FP lub nowsza jego wersja
TOBOS-DYD. Program mozna takze
latwo zaadaptowac na inne kompntery
popularne na polskim rynk u.

SS'"
56'"
57'"

3S'"

39'"
4"''''

360
37'"

10 REM **********************+
20 REM * JEDNOWYMIRROWA SIEc ** TODY - 50LITQNY *
30 REM ***********************
40\REM Ryszard Kutner~ Marze~a
50 DIN w(128) ~EM Pr~dkosc

WI:IJsciowa

60 D:IM u (128) HEMw~~~~~I~~;:ze kI k2
70 DIM y (128) REM Pol. ~~~3~~ne Btv = cosh - cosh -.
80 DIM x (126) REM POl.ozenie 2 2
90 DIM z (128); REM s~~f~~~dsze Wzór ten potwierdza fakt., ze nie jest latwo wzbud7.ic w osrodku nieliniowyul i dyspe.l'SyjUYUl

1.00 LET d t. =0.5: __o ~~~e~i ~~rn~i~~:1pojedyncze soli tony _ IntlSza byc spelnione specjalne warunki poczatkowe. W za.laczonYlll
~~0 LET N=126: REM LiCZba ..

~20 LET m =1: ~~~m~~:s~ i nus Jeden progralllie sytuacja poczatkowa jest przygotowywana luiedzy linialui 330 i 480. Zastosowa.no
:13'" ';;~T_a~ta<~Eip~;c~Ys';'~:s'c~;<b=Kpl'1.Y tym nastepujace oznaczenia:bet) = flJ' ) = 1.2, FNS( ... ) = sinlii .. ). FNG'( ... ) =

Hook..a/s'tal_a S1eC1, -b/2=alfa I
wsPótczynn1k n1el1n10WOSC1 '2

:1.40 LET 1==-1000 REM ~~:~ia'toweJ=cosh( ... }.z(j)= 3t'JS; . apozostll('ozna<'1,lniasaideuty<znejak w tekscie artykulu.
150 REM (" _ Numer kole..)nego t=ll

e: l.eTf'lentarn~~~s~~~~::;.Jedynie Pl'zyg'otowujac 8ytuacj~ puczatkowa. skorzysLalislllY ze specyficzpych (dally<,h wyzej)

160 ~~~ ~6~~~~i ~~~ ~~i~~~ a b:2 wzor6w. W ka.zdej nastepnej ehwili rozwiazanie znajdowane jest za pOlnoca zalui("szczoneg.o
:1.70 ';;~:h~~m~~,~=~ctGgoi-~:: lam d algorytlTIU (2)samot.nych fal .
180 LET k..:1.~2*PI/l.ambd:1.: LET K2=2*PI/lambd2'

:19'" :,~~ ;i.t~~~i,n 'r~T S~:;d~t::;" p i 'ów Trzeba zaznaczyc ze obserWUJ'emy dwie pary solitonów z których kazda ma predkosci200. DEF FN S(x)=(EXP x-EXP -x . , ,

2:10 DEF FN C,x) = 'EXP x +EXP -~~: (oznaczone schematycznie strzalkami) skierowane przeciwnie. Szczególnie znaczace
~5~ U::: ~u~~~~~u;~; sa uj "cia migawkow~ przedstawione Ira rysunku 2 c-e. Jak widac, obasolitony
240 LET ck1=FN C(k1/2)

~~~ :,~ ,5~~d'::;'S~i"~6'('~tonów (centralne) wyszly ze zderzenia bez szwanku.Przy okazji mozna zaobserwowac
270 LET bet.:l=2*SQR (a*b/m),*sk2* .

2S'" LET be t2=2;<SQR (a;<b/m) *" ~~;;odbIcie najbardziej na lewo wysunietego solitonu. Chcielibysmy polecic dluzsza
29'" LET .",=C':1/C'2, "'EM wspóf":2obserwacJ'e tego, co dzieJ'e sie w ukladzie Sadzimy ze program dobrze nadaJ'e sie doczynn1~ w~gOWY • ,

3"'''' LET s Y=~~::;:'i'':',;~~!1:;p~?~~o w.•.samodzielnego eksperymentowania. SugeruJ' emy ponad to wykonanie kilku cwiczen,
31121 LET sy0=87: REM cz~nn1k
320 PLOT;:::·~z;S~VlajACY os Pionow.aa mianowicie:
330 FOR J=2 ~o N+1
34'" LET Mi a f!,;:;':~NCC~U\;~:;:!.:H,; i - napisanie programu (lu b zmodyfikowanie naszego) symulujacego ruch pojedynczego
35121 LET L2=bet:l*FN 5(k~* .

(j - j:l) ) +be t 2 *6llH!"FN (j":5§r) soli tonu,
LET Li cZ2=L2;<L2 t dl d 'h ( .. k h) l' ,~frI*~~~ji)r~~~t~;.~~t~~B:;*-o sanIO a woc a nIe - Ja u nas - czterec 801tonow,
~ET~~1~Uf;:1~~h~7);< - dolaczenie podprogramu pokazujacego, jak zmieniaja sie w czasie wychylenia atomów
r:"~T u "D,' ;:=c!.. ' "i ~ ~ " ~n;n;:,z polozen równowagi towarzy~zace biegnacym solitonom. (reprezentujacym, jak juz

g~ ;::E~::: ~54, SY'" mówilismy, odpowiednia sile),
430 LET u(1,=0: LET uCN+2,=0

:t~~~6~ z ~t;) T8· N':;'fT z (N+2) ='" - wprowadzenie periodycznych, a nie - jak u nas - odbijajacych, warunków
460 LEf w(J)=d't/~2*m)*

470 LET(~~J:~~(3ii~7j)~J~+:1.»brzegowych.
4.8121 NEXT j
49121 FOR r=1 TO t
500 CLS

§~~ ~3gTJ~2Sf~N+1530 "LET i=J+1
540 IF i>N+i THEN LET y(i)

='"

'r:;T l ;2jT~EN "':ET y ( l) ='" Na zakonczenie pragniemy dodac, ze historia solitonów zaczela sie, jak sie powszechnie
,;~:rL~;Lk:~{;C;' i~~~~~j) ) - uwaza, w 1844 roku kiedy to ukazala sie pierwsza dwustronicowa wzmiankaEXP (-b,*y(l»- ,

ss", LET 'i'~~;<~E~tY ~~:,~~ (~~~: opublikowana przez J. Scott-Russella w materialach Królewskiego Towarzystwa

~~~ ,"E~!r0",; 2;<' j -:1) ,z H Y+SY'" . w Edynburgu, dotyczaca dziwnej fali czy tez garbu. Owa dziwna lu b raczej samotna610 PLOT 254,sy0

~5~ FOEd~;:; ,",;\,=~1J) fala zostala wzbudzona na waskim kanale w Szkocji przez lódke, która specyficznie,640 LET y(J)=x(j)

~~~ NE~!fX,): j jakos inaczej niz zwykle, uderzyla o wode. Scott-Russell gonil konno te fale przez
670 STOP

kilka kilometrów wzdluz kanalu nie obserwujac zadnych znaczacych zmian jej ksztaltu

i predkosci.
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