
Regulamin
l. Wydzial Matematyki, Informa.tyki i Mechaniki Uniwersytetu
Warszawskiego, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
oraz Redakcja miesiecznikaDelta organizuja konkurs - lige
zadaniowa pod nazwa Klub 44.
2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesiecznikuDelta,
po cztery zadania w kazdym numerze: dwa z matematyki i dwa
z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 6 i 7 kazdego roku).
3. Uczestnikiem ligi moze byc kazdy.
4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan
konkursowych i przysylaniu opracowanych rozwiazan do redakcji
Delty. Uczestnikiem zostaje sie po przysianiu rozwiazania co
najmniej jednego zadania.
5. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie
ma konieczllotfci rozwiazywania zadan z kazdego miesiaca ..
6. Rozwiazania zadan z numerun nalezy nadsylac do konca
miesiaca n + 2 (dodawanie modulo 12; na przyklad termin
nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11/1988 uplywa
31 stycznia 1989). W numerzen + 4 podane sa szkicowe
rozwiazania.
7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane
na oddzielnym arkuszu papieru oraz podpisane imieniem i
nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci
- roku i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki
nalezy przysylac w oddzielnych kopertach, z dopiskiem na
kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.
8. Prace powinny byc samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania
pisane przez róznych uczestnik6w nie beda brane pod uwage.
9. Rozwiazanie kazdego zadania jest ocenione w skali odO

do 1, z dokladnolfcia do 0,1. Pr •.y ocenie brana jest pod uwage
nie tylko poprawnolfc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomyslowolfc metody i elegancja rozwiazania.
10. Kazde zadanie otrzymuje wsp6lczynnik trudnolfci ustalany
po wystawieniu ocen. Wsp6lczynnik ten jest liczba pomiedzy
1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jelfliN oznacza
liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania
z danego numeru w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), ,
a S oznacza sume ocen uzyskanych przez wszystkich uczestnik6w
za dane zadanie, w6wczas otrzymuje ono wsp6lczynnik trudnolfci
WT = 4 - 3S/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje
w punktacji ligowej liczbe punktów równa iloczynowi uzyskanej
oceny przez wspólczynnik trudnosci (z zaokragleniem do dw6ch
miejsc po przecinku).
11. Niekt6re z zadan mozna znaletc(w brzmieniu identycznym

lub bardzo zblizonym) wraz z rozwiazaniami w róznych
ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, którzy w takich
przypadkach przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny
odsylacz do literatury, otrzymaja ocene maksymalna, pod
warunkiem, ze w cytowanym tródle istotnie znajduje sie pelne
rozwiazanie (dow6d, obliczenie, konstrukcja)
12. Czytelnicy Delty moga zglaszac propozycje zadan; jesli
zadanie nie jest wlasnego autorstwa, nalezy podawac tr6dlo.
Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, która przyslala. juz rozwiazanie
jakiegos zadania - por. p. 4), a dostarczone zostalo wraz
z rozwiazaniem (chocby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje ocene
maksymalna.
13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania
poszczeg6lnych zadan, obliczone wedlug reguly podanej w p. 10,
sa sumowane - oddzielnie dla matematyki i dla fizyki. Z chwila
osiagniecia sumy 44 punktów w jednej z tych dwóch dziedzin
uczestnik staje sie czlonkiem Klubu 44.
14. Po zgromadzeniu 44 punkt6w (i zostaniu czlonkiem
Klubu 44) mozna w dalszym ciagu brac udzial w konkursie
ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartclfc 44 zostaje
zaliczona na poczet ponownego uczestnictwa w lidze.
15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul
Weterana Klubu 44.
16. Aby uzyskac informacje o swoich wynikach, nalezy
przyslac do 1'edakcjiDelty kartke pocztowa (oddzielna dla
matemat~'ki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do
siebie, ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach
numerami zadan i z pustymi okienkami do wpisania ocen. Zaleca
sie przysylanie takich kartek nie czelfciej niz co kilka miesiecy,
gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.
17. Czolówka listy ligowej jest systematycznie oglaszana
w ~iesieczniku Delta. Nazwisko uczestnika moze byc
wymienione w czol6wce z nie zmieniona suma punktów
co najwyzej trtykrotnie; nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy
wykona ruch w g6re.
18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest
omówienie przebiegu konkursu, prezentowane sa w skr6cie
Ciekawsze rozwiazania i uogólnienia oraz oglaszana jest obszerna
czol6wka (kilkadziesiat' nazwisk).
19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na coroczne spotkania
Klubu 44.
20. Organizatorzy zastrze~aja sobie wylaczne prawo
interpretacji i moznosc zmian regulaminu.

!=44

Klub44

W tegorocznym om6wieniu konkursu Iigowego'pragniemy zajac sie okresleniem wsp6lczynnika
trudnosci (WT). Od dawna nasi Czytelnicy zwracaja uwage na zawarte w tym okresleniu
nielogicznoll'ci. Kilka miesiecy temu poruszyl znów te sprawe w liscie pan mgr Henryk
Kornacki z Augustowa, sygnalizujac dwa zjawiska. Po pierwsze, funkcjax 1-+ x(4 - 3x) nie
jest monotoniczna w(O; l); tak wiec nizsza suma ocen-za jakielf zadanie moze - paradoksalnie
- dac w efekcie wieksza sume punktów. Po drugie, naszWT rozr6znia trudnosc jedynie
"relatywnie", w obrebie jednej dwuzadaniowej serii, nie odzwierciedla natomiast adekwatnie
relacji miedzy trudnoscia zadan z r6znych serii, skoro zmienia sie mianownikN. Nawiasem,
gdy liga rozpoczynala sw6j zywot, w numerze byly trzy zadania z matematyki, a nie dwa.
r6znicowanie bylo nieco bardziej tresciwe. Dodajmy od siebie, ze liniowa funkcjax 1-+ 4 - 3x ma
jeszcze jedna wade: skala zageszcza sie w g6rnej czelfci. Doswiadczenie wykazuje, ze liczbowo
niezbyt znaczna r6znica np. miedzy 3,3 a 3,7 odpowiada duzej faktycznej r6znicy w trudnosci,
podczas gdy dla zadan latwych wartolfci z przedzialu (1; 2) przybierane sa w spos6b doM
przypadkowy. Moze wiec lepsza bylaby jakalf funkcja scisle wypukla? Odwieczny problem
wszystkich konkursów zadaniowych: jak wywazyc i wycenic trudnosc, nie ma szans na
obiektywne rozwiazanie, skóro samo pojecie trudnolfci jest subiektywne. NaszWT takze nie
d"zy do uporania sie z tym problemem: raczej chodzi nam o wprowadzenie pewnego elementu
ubarwiajacego konkurs, kt6ry w koncu jest tylko zabawa. \Vz6r naWT przez siedem lat
jakolf funkcjonowal, zzylismy sie z nim i my, i uczestnicy ligi. Jednak ma te wady, o których
wspominalismy (zaleta zalf jest prostota). Rezygnowac •.WT nie chcemy; ale moze zmienic
formule? Pan Kornacki proponuje wzórWT = max(1/2,4 - 3X1/3), gdzie x = SIN, S ma
znaczenie jak dotychczas, aN oznacza srednia wartosc dotychczasowegoN z ostatnich pieciu
miesiecy.

Rozmawialilfmy na ten temat w gronie 18 osób przybylych na kolejne spotkanie Klubu 44
we wrzdniu 1988 w Warszawie (po raz pierwszy z udzialem laureat6w ligi fizycznej l).
Padla propozycja, by przyjac stala wartoscN, np. 100 (gwoli informacji: nigdy dotadN nie
przekroczylo wartolfci 120). Moze nasi Czytelnicy maja jeszcze inne pomysly? Zmieniac, nie
zmieniac? A jelfli, to jak? Czekamy na listy.

Tymczasem przejdtmy do corocznego om6wienia wybranych zadan.,
Zadanie 151 [Minimalna siec laczaca wierzcholki kwadratu]
(wspólczynnik trudnosci WT = 2,66; liczba poprawnych
rozwiazan LPR = 10). Po redukcji zagadnienia do sieci
zlozonych z pieciu odcink6w, z dwoma wezlami wewnatrz
kwadratu, wiekszolfc autor6w (tak jak i my) stosowala metody
analityczne. Jedynie A. Szymczak znalazl proste geometryczne
dokonczenie rozwiazania:ABCD - dany kwadrat, IABI= l;
P, Q - wezly siatki; ABM, CDN, APS, CQT - tr6jkaty
foremne; ABP i AMS - tr6jkaty przystajace ~ IBPI= IMS!;
podobnie IDQI = INTI; stad IAPI + IBPI + IPQI + ICQI +' IDQI =
= IMSI + ISPI + IPQI + IQTI + ITNI ~ IMNI = 1+ V3.
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Zadanie 154 [n prostych równolegiych w r6wnych odstepach,
prr.echodzacych przer. wierzcholki n-kata foremne goJ
(WT = 2,52; LPR = 16). Uog6lnienie: A. Bonk i M. Mazur
pokazali, ze tylko dlan = 3,4,6 istnieje n takich prostych
w odleglo>1'ciachwspólmiernych.

Zadanie 1&5[/(",) = 2-'" + 2-1/",; sup I =?J (WT = 2,45;
(0:=)

I,PR = 10). Oryginalno>1'ciawyróznia sie ror.wiazanie
H. Kasprzaka (kt6ry bad~ funkcjegit) = I(el)), prostota r.a>1'
rozwiazanie G. Zakrzewskiego:
dla '" ~ 1 mamy z nier6wno>1'ciBernoulli'ego

2-1/'" = (1 - 1.)11'" < 1 _ ...1....st~d2 - 2.3:' .•..• ,

dla '" ~ 2: 2'"= 2(1 + 1)"'-1 ~ 2(1 + '" - 1)= 2", =>

=> 1(",) ~ li + (l-t.) = 1;
dla 1 ~ '" ~ 2: 1'("') = (In 2)",-22-"'.",(",), gdzie

.",(",)= 2"'2-1/", - ",2 ~ 2", (1- t.) - ",2:$ O=> 1(",) ~ 1(1) = 1,
tak, ze sup I = sup I = 1.

(0:=) (1:=)

(a> O),
(a) ,,-l ( a) nl+n_l < 1+;;:-

Zadanie 165 !lim(! +I') = O=> limf!) = OJ(WT = 2,88;
+= +00

LP R = G). Dobre rozwiazania (nie r6zniace sie istotnie
od naszych).: A. Bonk, H. Kasprzak, R. Latala,
A. Prze:tdziecki, K. Serbin Of'az (z zastrzezeniami)
K. Za""islawski. H. Kasprzak dowodzi wzmocnionej wersji
twierdr.enia: NiechP(z) = ao + a1Z + ... + a"z", ak E C
(zespolone); dalej niech

r =={t: (O;+'00) -+ C, n-krotnie r6zniczkowalna};

dla I E r przyjmijmy PD I == aol + alf' + ... + a"/(").
Teza: -

!\(limPDI ==O=>liml = O) ~ A (P(z) = O=>Rez < O)+00 +~ .nr ~c

Zadania 168, 1'l'0, l 'l'1. H. Kasprzak wskazuje naturalne
uog6lnienia wielowymiarowe.

Zadanie 1'l'2 [Zbieznosc' i granica ciagu ("''') :"'1, X"+l =
= ",~-1/" _ (ne)-l] (WT = 3,26; LPR. = 21, Piekne rozwiazanie
znalazl H. Kasprzak: Niecha = lim inf "'''' b == lim sup "''''
Wszystkie x" E (l/e; l) (prosta indukcja), zatem l/e ~a ~ b ~

~ 1. Rozpatrujemy ciagt" = ",:-lx~';l' Zachodzi nier6wno>1'c'
lim inf t" ~ !im inf(h ... t,,)lln ==lim inf "'~~l == l/b. Na mocy
okre>1'leniaciagu ("'"j,

( l-II" -l j" (( ()-l) -l )"tn = x'.!' X "'+ l :::::: 3:""+1 + ne .1:"'+1 =
== (1+ u,,)" = lI~/e"'''+l,

gdzie u" ==(nex,,+d-l -+ 0,11"= (l + u")l/",, -+ e. Stad
lim inf ti. = el/eb. Otrzymujemy/nierównoU l/b ~ elleb, kt6rej
jedynym rozwiazaniem jest liczbab = l/e.
Zatem l/e == a = b = lim "'".
Drugie bezbledne rozwiazanie, którego autorem jest
G. Zakrzewski, wyglada po niewielkiej adaptacji nastepujaco:
Jak wyzej, "'" > l/e. Dowodzimy indukcyjnie monotoniczno>1'ci
ciagu (x,,): "'l > X2; zalózmy, ze X,,_l > "'". W znanej
nier6wno>1'ci '

przyjmijmy a ==(e",,,)-l i pomn6zmy stronami przez "'~;
otrzymamy

L ==x"("''' + «(n -. l)e)-l)"-l < ("''' + (ne)-l)" = P.
Przypu§cmy, ze x" ~X,,+1' W6wczaB, zgodnie z okresleniem
ciagu ("'n), P ~ ("',,+1 + (ne)-l)" ==",:-1, natomiast
L = XnX::~ > ,7:",x:-2 = .1:::-1 - sprzecznosc. ZatemXn > $",+1-
Dowodzi to, ze ciag("'n) jest malejacy, wiec zbiezny. Obliczenie
granicy przebiega jak w naszym rozwiazaniu.
Zasadniczo poprawny dow6d 'monotoniczno>1'ci (=> zbiezno>1'ci)
ciagu (x,,) podal takze K. Zawislawski.

Zadanie 164 [al = 44, a,,+l == 44~" => wszystkie a" z n > 44
maja jednakowa konc6wke 44,-cyfrowa](WT = 3.25; LP R = 8j.
Eleganckie rozwiazanie oparte na twierdzeniu Ewera podali
A. Prze:tdziecki, P. Kumor, R. Latala: teza zadania latwo
wynika z relacji a" == a,,+I(mod5"-1), której dowodzi sie
indukcyjnie: '
z zalozenia indukcyjnego, an+l - aft, = Sn-1bn. = 4 . Sn-1c",
a z twierdzenia Eulera 44~(5")= 444.5,,-1 == 1(mod5"), skad
an,+2 = an+l' 44(J,n.+l-a.n = an+l' 44,·sn-1c", == an+l(lnod5fl.).
Inne dobre rozwiazania: A. Bonk, Z. Surduka,
A. Szymczak, G. Zakrzewski, A. Pawlowski.

(l ••Oj.aj •.b==ab

Hl. lj • a) • b == a: b

a=b=O
a ==0, b ==1
a = l, b = O
a==b==l
a E (2; 3), b dowolne
a E (3; 4), b dowolne
a E (4; 5), b dowolne
a E (5; 6), b y':. O
a E {2,3, 4, 5}, b dowolne
w pozostalych przypadkach.

((O. O) • a) • b = a + b

«0.1) • aj • b= a - b

Wtedy:

Zadanie 161 [Za pomoca jednego dwuargumentowego dzialania
wyrazic' cztery dzialania arytmetyczne w R](WT = 2,89;
LP R = 12). Autorzy rozwiazan wykazali duza inwencje i
r6znorodnOlrc' pomyslów. Najbardziej efektowna byla chyba
konstrukcja, która zaproponowal A. PrzelIdziecki; podajemy
ja nieznacznic zmodyfikowana. NiechI bedzie dowolna bijekcja
R na przedzial (O; l); przyjmijmy

2, gdy
3,
4,
5,
rl(a-2)+b,
rl(a- 3) - b,
rl(a- 4)· b,
rl(a- 5): b,
a + I(h),
O,

Zadanie 15'l' [Wielokat W zawiera kolo o promieniu
(pole W)/(obw6d W)J(WT = 3,83; LP R = O) bylo o wiele
za trudne. Obszerniejszy komentarz wraz:1\ rozwiazaniem
zamie>1'ci!i§myw numerze 8/1988.

Zadanie 160 ["'l, "'2> O dane; "'''+2 = 2(",,, + "',,+d-l => ciag
(",,,) jest zbiezny] (WT = 3,55; LP R = 3). Oto najladniejs:l\e
rozwiazanie (H. KaBprzak): Niech d= lim inf "'''' g = lim sup "'''
(d, g sa dodatnie i skonczQJle,bo leza miedzy najmniejsza a
najwieksza z liczb "'l 7"'2, ",;1, ",;1). Istnieja ciagi liczb
naturalnych (k,,), (I,,) takie, ze nastepujace podciagi ciagu(x,,)
sa zbiezne do granic:Xk,,-l -+ a, .%:kn --+ b, Xkn+l -+ e,
Xlc,,+2 -+ d, XI_ .-. e, .1:',.,+1 -+ /, Xl",+2 ~ g; przy tym
a,b,c,e,1 E (d;g). Na mocy okre>1'leniaciagu (",,,):

(b+c)d=2, (e+f)g=2, (a+b)c=2.

Pierwsza z tych r6wno>1'cidaje2gd ~ 2, a druga daje2dg ~ 2;
stad dg = 1. Zatem b+ c = 2/d = 2g, czyli b = c = g. Wobec tego
a + b = 2/c = 2/U = 2d, czyli'a = b = d i ostatecznie g = b = d.
Poza tym bezbledne rozwiazania podali: P. Jedrzejewi" ••,
R. Latala, a z duzymi zastrzezeniami: K. Pióro,
G. Zakrzewski.

Zadanie 4'l' [Temperatura wlókna zar6wki przy podwyzszonym
napieciul omawialem przed rokiem i wtedy przyznalem sie do
bledq nie popelnionego, albowiem rozwiazanie wDelcie 8/1987
jest calkowicie poprawne.

Zadanie 51 [Odbicie kuli od tarczy](WT = 2,08;
LPR == 11). Rozwiazanie podane wDelcie zakladalo (milczaco),
ze masa kulki jest zaniedbywalna w por6wnaniu z masa
tarczy. Skonczony stosunek mas kulki i tarczymiM przyjeli
w swoich rozwiazaniachJ. Lipkowski, P. Bala, A. Bonk,
D •• Lipniacki, P. Mocny, R. Musial, W. Kacprzak. W§r6d
nich jedynie P. Mocny dokonal przej§cia granicznego
zm/M-+O.

Zadanie 52 (Kondensator o niezrównowazonym ladunku]
(WT == 3;44; LPR = 3). Zadanie to - wbrew przewidywaniom
- okazalo,'sie bardzo trudne. Dobrze rozwiazali tylko P. Bala,
W. KUmala [ P. Wach.

Zadanie 54 [Mikrodruk odczytywany za pómoca mikroskopu
elektronowegol (WT = 3,26; LP R = 4). Satysfakcjonujace

rozwiazania nadeslali P. Bala, Dz. Lipniacki, R. Musial
i L. Szalaet.

Zadanie 56 [Identyfikacja nietypowego opornika spo>1'ród
pietnastu] (WT = 1,94; LP R ==21). Wystapila duza
r6znorodno>1'c'rozwiazan. Metode z najmniejsza liczba (czterech)
pomiarów podali R. Musial, A. Rawllk l P. Stanek. Dalsze
dziesiec' os6b podalo metode wykorzystujaca piec' pomiar6w.
Reszta poprawnych rozwiazan zawierala szeM pomiar6w.

Zadanie 58 {Sprezanie powietrza w cylindrze](WT = 3, 16;
LPR ==l). Jedyne dobre rozwiazanie Dz. Lipniackiego.
CzeU os6b potraktowala rozwazana przemiane gazowa. jako
odwracalna. co bylo, oczywiscie, niesluszne. Wazniejsze jednak
jest to, ze nikt nie wymienil jako istotnego w omawianym
procesie zjawiska dyssypacji energii zwiazanej z lepko>1'cia
gazu (w tre>1'cizadania celowo podano powietrze, a nie "gaz
doskonaly"). To dzieki temu wla§nie zjawisku wystepuje
zalezno>1'c'przyrostu temperatury powietrza w cylindrze od masy
tloka. Na marginesie apel do uczestników ligi: zwracajcie wiecej
uwagi na fizyke anizeli na rachunki l
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Zadanie 60 [Pole magnetyczne w solenoidzie](WT =
= 3,41; LP R = 6). Poprawne rozwiazania Dz. Lipniackiego,
P. Perkowskiego, P. Wacha, P. Kocz;ynskiego,
B. Mikielewicza i P. Bal;y. Nikt z uczestnik6w nie
przeanalizowal wplywu obecnosci rdzenia na wartosc natezenia
pola magnetycznego w jego wnetrzu dla przypadku solenoidu
(oraz rdzenia) o skonczonej dlugosci. Tymczasem wynik
takiej analizy jest bardzo ciekawy: w solenoidzie z rdzeniem
o przenikalnosci magnetycznejlA > /.Lo natezenie pola jest nizs1,e
niz w analogicznym solenoidzie bez rdzenia. Powód - wieksze
w przypadku solenoidu z rdzeniem natezenie pola po jego
zewnetrznej stronie.

Zadanie 61 [Betatron] (WT = 1,22; LP R = 18). Problem
okazal sie znany wielu uczestnikom ligi z literatury, stad
najnizsza wartoscWT.

Zadanle 62 [Gaz w szybie naftowym](WT = 2,97; LP R = 6).
B. Mikielewicz i A. Sikorski uwzglednili ilosciowo scisliwosc
ropy naftowej. Okazuje sie, ze - o ile ilosc gazu nie jest zbyt
wielka - scisliwosc w duzym stopniu zmniejsza rozpatrywany
efekt wzrostu cisnienia.

Zadanie 66 [Przetaczanie walca przez walec](WT =

= 3, 16; LPR = ~). Dobrze rozwiazali jedynie R. Musial,
Dz. Lipniacki, A. Sikorski i A. Kondracki.

Zadanie 66 [Szacowanie promienia planety utrzymujacej
atmosfere] (WT = 1,75; LP R = 13). P. Bala, Dz. LipniackI,
M. Kwiecien, i K. Lisowski zwr6cili uwage na to, ze
spelnienie (przyjetego w rozwiazaniuDelty) warunku, aby
srednia kwadratowa predkosc termiczna czasteczek gazu
atmosfery byla mniejsza od drugiej predkosci kosmicznej, nie
zapewnia utrzymania sie atmosfery na planecie przez dluzszy
czas. Trwalosc atmosfery w kosmicznej skali czasu wymaga, aby
stosunek predkosci byl mniejszy odl/S.
Zadanie 67 [pole elektryczne w zlaczu p -nI (WT =
= 2,57; LPR = 11). P. Bala i P. Kaczynski skorzystali
z r6wnania Poissona, A. Gluza,J. Lipkowski i A. Sikorski
zastosowali prawo Gaussa; powodzenIe tej ostatniej metody
zalezalo od nalezytego okreslenia warunk6w brzegowych -
wartosci natezenia pola poza obszarem zlacza.

Zadanie 69 [Okulary z lusterkiemj(WT = 2,66: LP R = 6).
Zdumiewajaco malo dobrych rozwiazan tak przeciez prostego
problemu. Nadeslali je Dz. Lipniacki, A. Sikorski, P. Bala,
W. Klimala, B. Mikielewicz i A. Surma.

Mechaniki,Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki

'13. Skoro kulka zsuwa sie bez tarcia, jej predkosc obrotowa pozostaje stala, czyli zerowa.
Tak dlugo, jak kulka nie traci stycznosci ze stolem, jej srodek masyO (rys.) porusza sie
po okregu o promieniu R. Na kulke dziala wiec sila odsrodkowaF = mu2 li- (m - masa
kulki, u - predkosc kulki). W chwili, gdy sila ta przekroczy wartosc skladowej sily ciezkOsci
kulki dzialajacej wzdluz promienia na krawedz stoluPR = mg sin a = mghlR
(g - przyspieszenie ziemskie, a ih oznaczone na rysunku), nastapi oderwanie sie kulki
od stolu. Energia kinetyczna kulki powstaje kosztem jej energii potencjalnej. Stad mamy
mv2/2 = mg(R - h), F = 2mg(R - hl/R. Przyrównujac F do PR' uzyskujemy wartosch, przy
której nastapi oderwanie sie kulki od stolu, ho= 2R/3 oraz predkaic kulki w tym momencie
uo = 2gR/3 i odpowiedni kat ao= arcsin(2/3). Wobec spelnienia warunkuR « H skladowa
pionowa predkaici poczatkowej nie odgrywa znaczacej roli i zasieg poziomy kulki wynosi
Z = (vo cosa)t = (v'5/3)vot, gdzie t jest czasem swobodnego spadku z wysokosciH:

t = Y2H/g. Ostatecznie wiecZ = 2/3J5i3VRH.
'14. Przyjmujemy, ze lampy sa jednakowe. Ilosc swiatla lampy oddalonej ol od obserwatora,
padajaca na zrenice oka jest proporcjonalna dol-2. Powierzchnia obrazu lampy na siatkówce
oka jest proporcjonalna dol-2. W konsekwencji jasnosc obrazu lampy na siatkówce oka nie
zalezy od l. Rozumowanie to jest sluszne przy zaniedbaniu pochlaniania badz rozpraszania
swiatla przez atmosfere (np. podczas mgly sytuacja jest zupelnie inna) oraz przy zalozeniu,
ze rozmiary obrazu lampy na siatkówce spelniaja znana z optyki geometrycznej zaleznosc
miedzy rozmiarami obrazu utworzonego przez soczewke, odleglosciami obrazu i przedmiotu
od soczewki a rozmiarami przedmiotu.
W przypadku gwiazd (poza - oczywiscie - Sloncem) zaleznosc ta nie jest spelniona: rozmiary
obrazu gwiazdy na siatkówce sa okreslone przez dyfrakcje swiatla na zrenicy oka, nie zaleza
natomiast od rozmiarów gwiazdy (bezdyfrakcyjny obraz gwiazdy bylby niezmiel'llie maly).
W zwiazku z tym odbierana wzrokiem (ale takze obserwowana w najwiekszych teleskopach)
jasnosc gwiazdy jest miara calkowitej ilosci docierajacego od tej gwiazdy swiatla, a nie jej
jasnosci powierzchniowej.

Zadania z fizyki nr 81, 82 Redaguje dr Andrzej NADOLNY
81. Majac naczynie z kwasem siarkowym nieco rozcienczonym i drngie z woda destylowana,
chcemy sporzadzic w trzecim naczyniu roztwór kwasu o znanym stezeniu. Jedyny przyrzad
pomiarowy, jakim dysponujemy, to zegarek ze stoperem. Ponadto mamy jeszcze dluga, waska
probówke obciazona u dolu, która w obu cieczach plywa w pozycji pionowej.
W jaki sposób mozemy wyznaczyc stezenie sporzadzonego roztworu? Wyprowadzic
odpowiednie wzory. Przyjac znana gestosc czystego kwasu siarkowego oraz wody.

82. Równolegla wiazka swiatla pada na cala plaskI} powierzchnie szklanego pólcylindra
pod katem 45°, w plaszczyznie prostopadlej do jego osi. Z jakiej czesci bocznej powierzchni
pólcylindra wychodzi swiatlo, jesli wspólczynnik zalamania swiatla wynosi ~'?

Zadanie 81pochodzi od pana J. Lipkowskiego

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1988
Przypominamy tresc zadan:
78. Na krawedzi stolu o wysokosciH spoczywa kulka o promieniuR (R « H), Kulka 7,aC'Yl1a
sie zsuwac ze stolu bez tarcia. W jakiej odleglosci od stolu upadnie ona na podloge'!

7•. Patrzac na rzad lamp na ulicy odnosimy wrazenie, ze wszystkie one sa l<'dnak(,wo jasne.
chociaz znajduja sie w r6znej odleglosci od nas. Dlaczego tak jest i dlaczego regula ta nie
stosuje sie do gwiazd o tej samej jasnosci powierzchniow"ej. polozonych w r6znych odleglosciach
od Ziemi '!
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- Lublin
- Gorlice
- GQldi1.p
- Biehko-Bia.ta
- Czluch6w
- Cuelmza.
- Warszawa.
- IClbl-.g
- Opole
- Za.brze
- Ta.rn6w
- Pirtczów
- To~u:d
- Tarn6w

- Brodniea.

- Cz-.stochowa.
- Tarn~w
- Ka.towlce
- Wrocla.w
- Ra.dzyti. Pod!.
- Gliwice

- To~u:d
- K~ak6w
- Ka.towice
- Warszawa.
-. Szczecl'n
- Lublin
- Kraków
- Myszk6w
- Legnica
- Legnica

P.n Ba.la zosta.l pierwszym wete~a.nem
Klubu 640F - serdecznie gratulujemy!
Zestawienie obejmuje wszyAtklch
uczestnilrd'w, kt6ny zg~oma.dzili co
najmniej 12 punktów, a ta.kze czlonków
Klubu "4oF, majaccych obecnie na. koncie
mniej nli 10 punkt6w, ale wykonuja.cycb
juz kolejna. ~unda. Cyf~a przed Jr:rellkac
oznacz., Ue razy uczestnik zdobyl jut
"" punkty_
Ja.k wida.c, Klub ".F liezy 11 czlonków.

Piotr 8a.l~
Zbigniew Gali ••
R.oma.n Muli_l
Piotr KQczyrt.lri
Pa.wel PerkowIJri
Ada.m Sikorski
Wiul.w Ka.cpna.k
Aleksa.nder Surma.
Janusz Osa.da.
Pa.'VI.°el Rogocz
DziertYI la.w

Llpniackl
Andrzej !tilmu
R()bert Repucha.
Wojciech Klima.la.
Ma.dej Sta.ia.k
Andrzej Bonk
TOUla.SZ RUIln
Jen,. Liptowski
Mirosla.w Semla.
Ja.cek Stelma.ch
Ma.rek Ka.ra.f
Marlusz Boga.cz
Anna. Glu'ta.
Toma.az Wietecha.
Przemysla.w

Gwor,..
Pa.wel Sta.nek
Piotr Wach
Wojciech Peisert
Leszek Szal.l.st
Toma.sz Ra.wlik
Bogusla.w

Miltielewlcz

Lista uczestnik6w ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzgl.dnieniu ocen rozwla.za.A
nd.4 69 (WT=2,66) i 70 (WT=l,74)
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Legenda. (przykladowo): Itan konta 6-25,09
ozna.cza., te uczestnik juz netcloJrrotnie
zdobyl •••• punkty, a w kolejnej (siódmej)
rundzie ma. 2S,09 p.

Lista uczestników ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzghldnlenil1 ocen rozwia..za.1i
•• datl 171 (WT=1.0S) I 172 (WT=3,26)

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczelltnlJc6w, kt6rzy zgromadzili co najmniej
20 punkt6w. Pozosta.1i czlonk()wie
Klubu ol .•• M (a.lfa.betycznle)(cyfra. w
na.wlasie wskazuje. ile ra.zy uczestnik
przekroczyl bariera .•.• punktów):
Z, Butold (2). T. Bi.g.tI.ki (1).
W. BoratYihki (l), J. Cla.ch (2),
M. Plszer (l), K. Hryuiewiecki (1),
K. Jachacy (l), P. Jedrzejewicz (2),
T . .JózefcllyJr (2). P. Ka.mirt.Jri ('5),
H. K•• pruk (l), Z. Kou (2). D. Kurpl.1 (2).
M. M.tldziuk (l). M, Marcz.k (1).
M. M.l.zur (3), R. Ma.zureJr (l),
H. MiJrolajcz • .k (1), M. MlkucJri (l),
J. Milcza.rek (l), R. Mitra.szewsJc:i (l),
W. OlBzewski (1), A. Pa.w~()wski (4),
K. Pi6ro (1), M. Pra.u7.a. (2), S. Solecki (2),
D. Sowizdrz.l (3), T. Szymczyk (l),
W, Szymczyk (1). J, UI"H. ('). p, W.ch (1).
Z. Z.ua (.1).

c - (1 + s)t

c + (1 + 8)t'

G-s) ,

_(2_n_-_2_k_-_2~)!~(2_k_+_2~)~!(~n_-_k~)!_k_!(~2n_-~1)= 1+ _4_k_n_
(2n - 2k)! (2k)! (n - k - l)! (k + l)! 2n - 2k - l'

175. Oznaczmy liczby cns 10° i sin 10° odpowiednio przez c is. Zachodza równosci:

sin 20° = 2cs, .!. = sin 30° = 3s - 4s3,2

1 1
cos 20° = 1 - 282 = - (38 - 4s3 - s) = -2s 2s

sin 40° = 2 sin 20° cos 20°= c(l - 2s)

cos400 = 1- 2sin2 20°= 1- 882(1- s2) = 1- 2s(3s - 4s3 + s) =

= 1- 28 G + s) = (1- 2s)(1 + s).

t 400 _ sin 40° __ c_g ---- .
cos400 1 +s

Przyjmijmy dalej oznaczenia: ILBCDI = 'P, tg'P = t, IABI = IACI = a, IBCI = IADI = b.
Stosujac wzór sinusów do trójkatówABC oraz ACD otrzymujemy zwiazki

~ = sin 40° = sin 40° = 1 _ 28 oraz ~= sin(400 - 'P) = tg 40° - tg 'P
b sin 100° cos 10° b sin( 40° + 'P) tg 40° + tg 'P

Przez przyrównanie prawych stron dochodzimy do równania

z którego obliczamy:
(1-2s)(c+(1+s)t) =c-(l+s)t,

L-P= ~((~) (i-D~ - G;) Gr)y2(n-k)

= I>-k (~;)(a(n,k) _1)y2(n-k)
k=O

1 = a(n,O) = a(n, 1) < a(n, 2) < ... < a(n, n)

(x2+x+%r > ~(x2"+(x+1)2")
dla n E N (n > 1) i dla x E R.

Wqbec tego

P=.!.
2

L=

183. Czy istnieje szesciokat wypukly, którego pole 8 oraz srednica d (czyli najwieksza z
odleglosci miedzy Wierzcholkami) spelniaja zaleznosc 38>2d2 ?

184. Liczby dodatnie Zl " •• , Zn spelniaja warunki Zl + , .. + Zn = zi + .. , + z~= 44.
Dowiesc, zez14 + ' , . + z~4 ~ 44.

Zadanie 184 zaproponowal pan Jaroslaw Wróblewski z Wroclawia,

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru9/1988

Przypominamy tresc zadan:
175. W trójkacie ABO: ILABOI = ILBOAI = 40°, Na pólprostej AB - zuajdujemy punkt D
taki, ze IADI '= IBOI. Wyznaczyc katy trójkata ADO.
176. Udowodnic nierównosc

t = cs = ~ = tg 100 .
(1-8)(1+s) c

To znaczy, ze'P = 10°. Zatem katy trójkata ADC maja miary 100°,30°,60°.

176. Przeksztalcamy lewa i prawa strone podanej nierównosci(L i P), oznaczajac z + ~= y:

gdzie

(2n) -1 (n)a(n, k) = 2k k (2n - l)k.

Nierównosc L > P bedzie udowodniona, jesli wykazemy, ze liczbya(n, O), ... ,a(n, n) sa ~ 1,
przy czym a(n, n) > 1. Poniewaz

a(n, k + 1)

- a(n, k)
zatem

i dowód jest zakonczony.

1-43,60
1-43.09

42.S6
U,SS

2-4.1,15
2-4.0.12

39,93
U.50

&-36,10

29.66
28,92

1-28.64
28.38
28,31

- Gda.rtsJr
- Torurt
- La.ziska Grn.
- Bytom
- Sta.l"ogal"d Gd.

Krzysztof Jedzlni •.k - Ka.towice
Ma.ria.n Rom_n - Elk
Andrzej Sudol - Nowy Saccz
Ada.m Ruszel - Krosno
ltdwa.rd Ol"zechowski- Wa.nza.wa.
Ka.zlmierz Serbin - Sa.nok
Grzegorz Kuf - Kra.k6w
Adam Prze~dzlecJri - Wa.uza.wa.
Marek Ga,lecki - MlIan6wek
Dzledysla.w

Lipnia.cJd - Lublin 36,66
Zygmunt Ba.r~kowski- Warsza.wa. 36,'9
Grzegon Za.krzewski- Trzcianka. 1-36,01
Andrzej Bonk - Chelmza. 2-35,64
Zbigniew Surduka. - Czechowice Oz. 35,54
Wojciech Krzyta.llski- Zywiec 34.45
Jerzy Ma.lopolski - Krak6w 1-3',05
Artur Smolczyk - Ta.rn6w Op. 1-33,68
Jerzy Tynkiewiez - Wa.rsza.wa. 33,28
Pa.wel Kublt - Krosno 33,11
Toma.az Ra.wlik - Gliwice 3-a3,03
Dariusz Ryba.cki - Krafnik 32,80
Madusz Lopuslewicz- Legnica. 32,15
Ra.fal Lata.la. - Waraza.wa. 31.96
Piotr Figurny - Luba.rtów 1-31,39
Krzysztof Jakubcza.k- Kudowa. Zdrój 31,00
Da.dnu Kowalczyk - V/_raza.wa. 29,81
Andrzej

Krzysztofowicz
Wladyslaw Wasia.k
J6z~f Siwy
Ada.m Czornilr
Jaroslaw Ka.'czyJ1.ski
Krzysztof

Za.wi,lawski - Wa.U'l;a.wa. 1-28,11
Sta.nislaw DoroJiz - Kra.k6w 28.06
Piotr Kumor - Ohztyn 1-28,05
Zbigniew Galias - Kra.k6w 1-21,90
Maciej Ghazek - Wroclaw 21,85
Ja.ntlliiZ Prajs - Opole 21.57
.Mirosla.w Ma.tlaga. - Skocz6w 2'1',03
Toma3Z Komorowski - Swidnik 2-26,82
-!erzy Cia.lo - Wrocla.w 26,56
Radoslaw Z_pert - Kielce 26,51
Ryna.rd Paga.cz - Za.wadzkie 2-25,12
AnduE'j Szymczak - Gda.Jtsk 25,58
Jerzy Ja.nowicz - Bolesla.wiec 6-25,09
Krzysztof Zyga.n - Lublin 24,98
Ada.m Sta.dler - RZesz6w 24,94
Zbigniew Krylow - Sopot 24,93
Toma.sz Maslowski - Torurt 24,40
Krzysztof Trautma.n - Wa.rszawa. 1-24,31
Adam Wyrwa. - Nowy Wilf'niczl-23.43
Lech Bartlomiejczyk- Gliwice 22,50
Jerzy MIJruta. - Zielona Góra. 2-21,59
Anna.. Giuza. - ToruJ1. 1-20,91
Malgona.ta.

Czernia.Jrowska. - Gda.lhk 1-20,54
Krystyna. Witek - Ostr6w Ma.z. 1-20.38

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego Redakcji Delty

15


