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Prof. dr Grzegorz' SITARSKI

Jako chlopiec czytalem wiele popularnych ksiazek o Wszechswiecie. Pamietam moje
zaskoczenie, kiedy w trzech róznychzrodlach znalazlem trzy zupelnie rózne wartosci
odleglosci slynnej Wielkiej Mglawicy w Andromedzie: 750 tysiecy, jeden milion
i póltora miliona lat swietlnych. Nastawilo mnie to nieufnie do naszej znajomosci
danych dotyczacych Wszechswiata, ale potem dowiedzialem sie, ze odleglosci galaktyk
nie wyznacza sie z dokladnych pomiarów, lecz ocenia sie je na podstawie róznych
przeslanek, a wartosc takiej oceny zalezy od znajomosci wielu czynników (dzis
odleglosc mglawicy w Andromedzie oceniamy na ponad dwa miliony lat swietlnych).
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~\. f'A r-St(.v6( J I Wiele lat pózniej zetknalem sie praktycznie z prawdziwa dokladnoscia obliczen\., _.._../ l astronomicznych, kiedy jako mlody astronom bralem udzial w obserwacjach

'-. '~., /" I czesciowego zacmienia Slonca widocznego w okolicach Warszawy. Nasza trzyospbowa~ '., l ekipa miala wykonac serie zdjec zacmiewanego Slonca w stacji obserwacyjnej

J ) '\ Politechniki Warszawskiej w Józefoslawiu, a moim zadaniem bylo obliczenie dokladnego" l! , momentu poczatku zacmienia. Na podstawie odpowiednich danych zaczerpniet~ch.l/ I·z rocznika astronomicznego oraz znajomosci dokladnych wartosci wspólrzednych

o ••.. ~. geograficznych miejsca obserwacji obliczylem ten moment z dokladnoscia do sekundy.

, S Poczatek zacmienia mozna uchwycic obserwujac na ekranie obraz tarczy Slonca1

.~~ •" rzucony przez lunete! w pewnym momencie idealnie równy brzeg zostaje "nadgryziony"
.~ ~ t') przez nasuwajaca sie tarcze niewidocznego Ksiezyca. Tuz przed oczekiwanym \

,"'.~_ mon:en.tem ~oczatku zj~wiska patrzy~i~m~ z napieciem. na ~bra~ tal:czy Slonc~o

. ')~ I wspolme z kIerowca, ktory nas przywlOzl l dotad dosyc obojetllle przygladal SIe na~zymprzygotowaniom do obserwacji. Kiedy jednak dostrzeglismy poczatek'zacmienia kilkaL------ 1 sekund od wyznaczonego przeze mnie momentu, kierowca wyraznie zaczal odnosic '$ie
do nas z szacunkiem i podziwem, ze astronomowie potrafia tak dokladnie przewidy:-vac
zjawiska na niebie (powiedzial nam to w drodze powrotnej). \
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Obserwacje ruchu planet prowadzone od wieków oraz znajomosc praw, wedlug
których poruszaj a. sie one wokól Slonca, istotnie pozwalaja przewidywac z duza.
dokladnoscia konfiguracje planet, Slonca i Ksiezyca na niebie nawet na setki lat
naprzód. Inaczej wyglada sprawa przewidywania powrotów komet okresowych.
Komety obieKaja Slonce po zdecydowanie eliptycznych orbitach, a obserwowane sa
tylko na luku orbity w poblizu peryhelium. Dlatego tez trzeba zebrac obserwacje
z kilku pojawien sie komety, aby wyznaczyc dostatecznie dokladne wartosci elementów
orbity i na tej podstawie obliczyc efemeryde, czyli polozenia komety na niebie podczas
jej nastepnego powrotu. Kiedy prof. Felicjan Kepillski w 1926 r. podjal badania
ruchu komety okresowej Kopffa wracajacej do Slonca co 6,5 roku, obliczal efemerydy
kolejnych powrotów komety i tuz przed wojna zdazyl jeszcze wyslac swoje wyniki
do Miedzynarodowego Biura Telegramów Astronomicznych mieszczacego sie wówczas
w Kopenhadze; 'dzieki temu kometa byla obserwowana takze w 1939 r. Komete Kopffa
odnaleziono wtedy na niebie w odleglosci 3" od miejsca obliczonego, a jak maly jest to
kat, mówi nam obrazowe porównanie: pod takim katem widac srednice ludzkiego wlosa
z odleglosci siedmiu metrów.

Aby tak dokladnie obliczyc polozenie komety na niebie, trzeba znac jej polozenie
w przestrzeni, a.wiec i elementy orbity z dokladnoscia siedmiu czy nawet osmiu cyfr
znaczacych. Rachunki z taka dokladnoscia zapewnia nam dzis kazdy kalkulator
kieszonkovyy, nie wystarcza ona jednak do wykonania wszystkich obliczen zwiazanych
z dokladnym przewidzeniem powrotu komety po kilku czy kilkunastu latach. Wiaze sie
to z koniecznoscla numerycznego calkowania równan rózniczkowych opisujacych ruch
komety w polu grawitacyjnym Slonca i planet ..

Równania ruchu komety w heliocentrycznym ukladzie wspólrzednych prostoka.tnych
Plaja postac:
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spelma r6wn"Lllieg = g(2 - yg);

stad g = ° lub g = .:
y

Niech Xn = ':(1- d,,) Wtedy
y

X.+l=;(1 d,,}(2-Y'~(1-'-ln})

i podobnie dlay i z, gdzie x, y, z sa wspólrzednymi kornety,Xp, Yp, Zp wspólrzednymi
planety, r odlegloscia kornety od Slonca,PP odlegloscia kornety od planety,
a Rp odlegloscia planety od Slonca; k= 0,01720209895 jest stala Gaussa zwiazana
ze stala grawitacji w przyjetym ukladzie jednostek (jednostka dlugosci jest srednia
odleglosc Ziemi od Slonca, czyli tzw. jednostka astronomiczna, jednostka czasu - doba,
;t jednostka, masy - masa Slonca). Równanie (1) nie ma rozwiazania analitycznego,
tzn. nie da sie go przedstawic w postaci wzorów zawiera.jacych czas jako parametr
i pozwalajacych obliczyc wartoscix, y, z dla dowolnej chwili. Pozostaje wiec tylko
sposób calkowania numerycznego.

Metody numerycznego calkowania równan rózniczkowych polegaja np. na przyblizeniu
wystepujacej w równaniu funkcji czasu wielomianem dosc wysokiego stopnia
powstalym z rozwiniecia funkcji w nieskonczony szereg Taylora wzgledem czasu
i obciecia go do kilku lub kilkunastu wyrazów; szereg ten jest dostatecznie szybko
zbiezny zwykle w niewielkim przedziale czasowym zwanym krokiem calkowania .
Zestaw odpowiednich wzorów i algorytm postepowania pozwala na obliczanie wartosci
scalkowanej funkcji krok po kroku, az do wyczerpania zadanego interwalu czasowego.
Taka metoda pozwala calkowac kazdy uklad równan rózniczkowych, ma jednak
bardzo powazna wade, mianowicie stale narastanie bledu numerycznego calkowania.

Sa, dwa zródla tego bledu: blad obciecia wynikajacy z uwzglednienia skoncz~nej liczby
wyrazów szeregu Taylora oraz blad zaokraglenia, bo wszystkie wielkosci biorace
udzial w obliczeniach musza miec skonczona liczbe cyfr, a ostatnia cyfra jest juz
wynikiem zaokraglenia. Nic wiec dziwnego, ze aby osiagnac wymagana dokladnosc
koncowego wyniku calkowania, musimy brac pod uwage nieuchronne narastanie bledu
numerycznego, a wobec tego trzeba wszystkie obliczenia wykonywac z podwójna
precyzja, czyli uwzgledniajac 15 cyfr znaczacych we wszystkich liczbach wystepujacych
w rachunkach. I nie ma tu nic do rzeczy, ze dane poczatkowe moga byc malo dokladne,
musimy bowiem miec pewnosc, ze koncowe wyniki zaleza tylko od dokladnosci danych
pocza,tkowych, a nie sa zafalszowane bledem calkowania numerycznego.

Najwiekszy klopot w metodach numerycznego calkowania stanowi dobór odpowiedniej
wartosci kroku. W róznicowych metodach wielokrokowych, jak np. metoda Adamsa
czy Cowella, wartosc ta co najmniej przez kilka lub kilkanascie kroków musi byc
stala. W metodach jednokrokowych, jak metoda Rungego-Kutty, wartosc kroku moze
byc teoretycznie na kazdym kroku inna, ale nie bardzo wiadomo, jaka ma ona byc.
W przypadku calkowania równan ruchu kornety problem doboru odpowiedniego kroku
calkowania jest bardzo wazny, bo zmiany ruchu kornety od peryhelium do aphelium sa
duze, a moga byc takze znaczne w przypadku zblizenia kornety do planety. Dlatego tez
w badaniach ruchów komet koniecz~ie trzeba stosowac numeryczne metody calkowania
ze zmiennym krokiem.

Doskonale rezultaty daje tu metoda rekurencyjnych szeregów potegowych.
Zastosowanie tej metody pokazemy na przykladzie calkowania równan ruchu
keplerowskiego, czyli ruchu kornety tylko pod wplywem przyciagania Slonca.
Dokonajmy podstawienias = _k2,,-3 oraz wykorzystajmy zaleznoscr2 = Z2 + y2 + Z2.

Wówczas równania ruchu mozemy uzupelnic dworna dodatkowymi równaniami
i zapisac je w nastepujacej postaci, oznaczajac rózniczkowanie wzgledem czasu kropka
nad ~mienna:
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w pozost"lych pn.ypadkachx" -+ -
y Przypuscmy, ze jakas funkcja czasuf dana jest w postac! szeregu potegowego

Jesli dla n = 0,1, ... ,N znamy wartosci liczbowe wspólczynnikówIn, to mozemy
obliczyc wartosc f(t) dla kazdego t w przedziale (to, to+ h), gdzie wartosch zalezy
od N i wymaganej dokladnosci liczbowej wartoscif. Wypiszmy szeregi typu (3) dla
wszystkich wielkosci wystepujacych w równaniach (2), zrózniczkujmy je wzgledem
qasu, aby otrzymac szeregi dla pochodnych, podstawmy je do równan (2), wymnózmy
szeregi i uporza,dkujmy wyrazy wzgledem poteg czasu, a nastepnie przyrównajmy
obustronnie wspólczynniki przy jednakowych potegach czasu. Otrzymamy wówczas
,!,zory rekurencyjne na kolejne wspólczynniki w rozwinieciach typu (3).

Uwaga. Poniewaz dn+l = d~,
ciar, (Xn) je,;t bard7.o szybko
zbici.ny' liczba dokladnych cyfr
podwaja sie w kazdYm kroku.
Na przyklad dlaXl = 0,5 i
Y = 3 otnymujemy X2 = 0,25,
X3 -= 0,3125, x. = 0,33203125,
X5 = 0,333328247 ,
X6 = 0,333333333 Totez stonuje
sie te'metode w technice komputerowej
do s?,ybkiego obliczania odwrotnosci.

Pokrewna metoda pozwala obliczyc.JY:

bierzemy wtedy X"+l = ':(xn + .!.... l.
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f(t) = lo +L In (t - tor·
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i podobnie dlay i z.

i podobnie dlay i Zj otrzymane wartosciXh, Yh, Zh oraz Zh, Yh, Zh wykorzystujemy
jako dane poczatkowe do nastepnego kroku calkowania.

N

zh = Xl +L nxnhn-l
n=2 I

N

Xh = Xo +L ~nhn oraz
n=l

Metoda rekurencyjnych szeregów potegowych jest metoda jednokrokowa, a dzieki
optymalizacji wartosci kroku dla zadanej dokladnosci obliczen jest prawie wolna
od narastania bledu obciecia. Udowodnil to leningradzki matematyk B.F. Miaczin,
którego poznalem osobiscie w Instytucie Astronomii Teoretycznej, a podziw dla
jego pracy na zawsze zachowalem w pamieci, bowiem Miaczin jest od urodzenia
niewidomy. Metode te stosujemy w opracowanych w Centrum Badan Kosmicznych
PAN programach obliczeniowych do badania ruchu komet i planetoid. Oczywiscie,
uwzglednienie przyciagania wszystkich planet, a, takze innych wplywów, jak
efekty relatywistyczne czy efekty niegrawitacyjne, niepomiernie komplikuje wzory
obliczeniowe w stosunku do przytoczonych tutaj dla ruchu keplerowskiego. Jest to
w pewnym sensie wada metody, bo dodanie kazdego nowego czlonu w równaniach
ruchu wymaga modyfikacji programu calkowania. Jednak zalety metody gwarantujacej
duza dokladnosc koncowych wyników calkowania sa oczywiste, a raz napisany
i sprawdzony program moze sluzyc do calkl'lwania równan ruchu naj rozmaitszych
komet i planetoid. Jasne jest, ze przy tak olbrzymiej ilosci dzialan arytmetycznych,
wykonywanych podczas kazdego kroku calkowania, konieczne jest zastosowanie
szybkich komputerów, a wszystkie obliczenia prowadzi sie w podwójnej precyzji.
Dzieki istnieniu takich programów przepowiednia powrotu komety okresowej nie jest
juz wielkim problemem, a komety zostaja odnajdywane na niebie za pomoca czulych
przyrzadów jako bardzo slabe obiekty w miejscach dokladnie wskazanych obliczeniami.

Uwainy Czytelnik móglby sadzic, ze gdy prof. Kepinsk~ qbliczal ruch komety Kopffa
w czasach, kiedy o komputerach nikomu sie nie snilo, musial dokonac gigantycznej
pracy prowadzac skomplikowane pietnastocyfrowe obliczenia, aby, dokladnie przewidziec
powrót komety. Otóz tak zle nie bylo, bo stosowano wówczas inne metody, polegajace
na obliczaniu perturbacji w ruchu keplerowskim komety, czyli obliczano zmiany jej
elementów orbity. Wiazalo sie to takze z numerycznym calkowaniem rózniczkowych
równan zmian elementów orbity w czasie, ale w tym przypadku wystarczal
w z~pelnosci rachunek'nawet pieciocyfrowy. Wzory opisujace zmiany elem~tów
orb{ty sa jednak 'o wiele bardziej skomplikowane niz równania ruchu we wspólrzednych
prostokatnych, dlatego tez warto bylo opracowa(specjalne metody obliczeniowe,
wykorzystujac dla rachunków komputerowych formalna prostote zapisu równan ruchu.

Przebieg calkowania krok po kroku jest nastepujacy. Po obliczeniu wszystkich
wspólCzynników Xn, Yn, Znokreslamy optymalna wartosc kroku calkowaniah.
Definiujac AN = IXN l-h IYNI + jZNI oraz przyjmujac dokladnosc obliczen e, obliczamy
wartosc kroku h i= (e/ AN ) l/N. Dalej dla th = to + h obliczamy

(n + l)(n + 2)xn+z = L SkXn-k
k=O

n-l

(n + l)rOSn+l = -3(n + l)r .•.•+lsO - L(k + 1)(3rk+lSn-k + Sk+lrn-k),
k=O

n-l

+ L(k + 1)(Xk+lXn-k + Yk+lYn-k + Zk+lZn-k - rk+lrn-k),
k=o

a dalej kolejne wspólczynniki wyzszych rzedów dlan = 1,2, ... ,N:

(n + l)rorn+1 = (n + 1)(Zn+lXO + Yn+lYO + Zn+lZO)+

Danymi poczatkowymi beda wartosci wspólrzednychx, y, z oraz ich pochodnych
z, y, z (czyli skladowych predkosci komety) dla chwilito, tj. Xo, Yo, Zo oraz Xl, Yl, Zl.
Wzory na kolejne wspólczynniki rozwiniecia wygladaja nastepujaco:

_ (2 2 2) 1/2 _ k2/ 3'ro - Xo + Yo + Zo , So - - ro ,

rl = (ZOZl + YOYl+ ZOZl)/ro , 81 = -380rI/ro,

Z2 = sozo/2, Y2 = soyo/2, Z2 = sozo/2,
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