
W calym artykule jest mowa wyll\Cznie
o figurach plaskich (czyli podzbiorach
plaszczyzny euklidesowej).

Figure nazywamy wypuki", gdy
kazde dwa jej punkty mozna pol"czyt
odcinkiem zawartym w tej figurze.

Rys. 1

Rys. 2

Figury wypukle a kola
Mgr Jaroslaw GÓRNICKI

Z figura wypukla i ograniczona, mozna zwiazac dwie liczby - jej srednice i szerokosc.

Srednle_ figury nazywamy kres górny odleglosci jej punktów.

Szerokoafclll figury nazywa.my kres dolny szerokosci pasów zawierajacych te figure
(pas to 9bszar zawarty miedzy dwiema prostymi równoleglymi, a jego szerokosc to
odleglosc tych prostych). '

Aby uzywac tych pojec, trzeba wykazac, ze oba te kresy istnieja. Wynika to jednak
wprost z wla.snosci liczb rzeczywistych (odleglosc to przeciez liczba rzeczywista)
mówiacej, ze ograniczony zbiór liczb rzeczywistych ma zarówno kres dolny, jak i górny.
Figura jest ograniczona, gdy zawiera sie w pewnym kole - niech jego promien bedziea.
Wówczas odleglosci jej punktów nie przekraczaj a,2a - stad maja kres górny. Dla
oznaczenia srednicy figury uzywac bedziemy literyD.

Latwo tez wskazac pas zawierajacy figure, majacy szerokosc2a. Mozemy zatem
rozwazac tylko pasy o szerokosci nie wiekszej niz2a. I znów w (ograniczonym - z dolu
przez O) zbiorze ich szerokosci istnieje kres dolny. Dla oznaczenia szerokosci figury
uzywac bedziemy literyd.

Na przyklad srednica, prostokata jest dlugosc jego przekatnej, a szerokoscia - dlugosc
krótszego boku. Srednica, trójkata jest dlugosc naj dluzszego boku, a szerokoscia -
dlugosc naj krótszej wysokosci. Srednica odcinka jest jego dlugosc, a szerokosc jest
równa O. Srednica i szerokosc kola. to jego (wzieta z elementarnej geometrii) srednica
(czyli dwa promienie).

Inne liczby zwiazane z figura domknieta i ograniczona, to promienie kóla opisanego
i wpisanego w figure ..

Tu potrzebne jest od razu zastrzezenie. Wiemy przeciez dobrze, ze w prostoka,t rózny
od kwadratu nie mozna wpisac kola.. Podobnie, gdy romb nie jest kwadratem, nie
mozna na nim kola. opisac. Wynika sta,d, ze uzywac tu bedziemy (tak robi sie w teorii
figur wypuklych) innych pojec kola. opisanego i wpisanego niz te, których uzywa sie
w. szkole. Z~znijmy od okreslenia interesuj~ych nas liczb - promieni.

Promieniem kola opisanegona figurze nazywa.my kres dolny promieni kól
domknietych zawierajacych te figure.

Promieniem kola wpisanegow figure nazywamy kres górny promieni kól otwartych
(bez brzegu) zawartych w tej figurze.

Dowód istnienia tych liczb dla dowolnej figury wypuklej i ograniczonej jest analogiczny
do dowodu istnienia jej srednicy i szerokosci. Dla oznaczenia tych promieni bedziemy
uzywali, odpowiednio, literR i r.

Czytelnik bez trudu znajdzieIl i r dla kilku figur. Zauwazmy, ze nawet dla tych
figur, dla których istnieje kolo opisane i wpisane w klasycznym (szkolnym) sensie,
okreslone, tu promienie moga, byc inne od uzyskanych w klasyczny sposób. Np. dla

. trójkatów rozwartokatnych R jest mniejsze od promienia kola. opisanego na trójkacie
w klasycz!lym sensie.

Zwiazek miedzy liczbamiD, d, R, r podaje

Twierdzenie. Dla kazdej figury q, wypuklej i ograniczonej, mamy
D D

a) -<R<-2- -v'3'
d d

b) -<r<-3 - - 2

i zadne z tych oszacowan nie moze byc poprawione.

To, ze oszacowania poprawione byc nie moga" wskazuja (kolejno) przyklady
prostoka,ta o srednicyD, trójkata równobocznego o boku dlugosciD, znów trójkata
równobocznego o wysokoscid i prostoka,ta o szerokoscid.

Z wczesniejszych rozwazan wiemy, ze dla kazdej figury wypuklej i ograniczonej istnieje
kolo domkniete (odpowiednio -otwarte) zawierajace te figure (zawarte w tej figurze)
i majace promienR (odpowiednio - r). Nazywa.my to kolo opisanym (wpisanym).
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Mozna udowodnic obie nierównosci nie przechodzac "po drodze" przez ten fakt -
dowód jest wtedy bardziej skomplikowany technicznie.

Brzeg kola opisanego musi spelniac jeden z warunków:

(1) naleza do niego dwa punkty brzegowe figurytP lezace na przeciwleglych koncach
srednicy, •

(2) naleza do niego trzy punkty brzegowe figurytP polozone w wierzcholkach trójkata
ostrokatnego.

Zalózmy bowiem, ze kolo o brzegu O zawiera figuretP i nie spelnia powyzszych
warunków. Zatem istnieje lukAB okregu O o rozwartosci mniejszej niz11" zawierajacy
czesc wspólna O itP (ta czesc wspólna moze byc pusta, jednopunktowa, ... ). Mozemy
wiec przesunac równolegle okrag O w kierunku prostopadlym do cieciwyAB i znaletc
kolo o mniejszym promieniu zawierajacetP (rys. 3).

Z warunków (1) i (2) wynikaja oszacowania podane w twierdzeniu. Poniewaz figuratP

jest zawarta w kole o promieniuR, wiec 2R~ D, czyli R ~ ~. ,Jezeli teraz okrag O
zawiera trzy punkty figury bedace wierzcholkami trójkata ostrokatnego'ABC (rys. 4),
to co najmniej jeden z katów ma miare nie mniejsza nizf. Sinus tego kataa jest nie

mniejszy niz ~, bok trójkata lezacy naprzeciw tego kata jest nie wiekszy nizD, wiec
na podstawie twierdzenia sinusów mamy

IABI 2 . D2R= -- < -D czyli R < -.
sin a -..;3' - ..;3

W przypadku nieróWnosci b) postepujemy podobnie. Brzeg kola wpisanego zawiera
dwa punkty brzegowe figurytP polozone na koncach srednicy lub trzy punkty brzegowe
figury tP stanowiace wierzcholki trójkata ostrokatnego (rys. 5).
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Rys. 5

Kolo wpisane zawiera sie w kazdym pasie zawierajacymtP. ,Ma zatem miejsce
nierównosc 2r ~a, czyli r ~ ~. Jesli zas brzeg kola wpisanego O' zawiera trzy
punkty brzegoweA, B, C tej figury, stanowiace wierzcholki trójkata ostrokatnego,
to z brzegów pasów zawierajacychtP mozna utworzyc trójkat A' B'C' (rys. 6) opisany
jednoczesnie na figurzetP i okregu O'. Oznaczmy dlugosci boków tego nowego
trójkata przeza, b, c (a - najdluzszy z boków), a odpowiednie wysokosci przezha,
hb, he. Pole powierzchni trójkata A' B'C' wynosi z jednej strony o.+~+c . r, z drugiej
zas ~ .ho.. Poniewaz a ~ b, a ~ c, wiec z równosci o.+~+c . r = ~.ho. wynika, ze
ho. = (1 + ~+ ;i) . r ~ 3r, wiec r ~ l .ho.. Poniewaz wysokosc trójkata A'B'C'.jest
nie mniejsza niz szerokosc figurytP, tzn. ho. ~ a, wiec r ~ i.
Z udowodnionego twierdzenia wynikaja dwa wazne fakty.

Wniosek 1 (H.W.E. Jung). Kazda figure o srednicyD mozna zawrzec w kole
•• D

o promIenIu ~.
(Inny dowód tego faktu podany jest wDelcie 3/1985.)

. Wniosek 2 (W. Blaschke, 1914). Kazda figura wypukla o szerokoscia zawiera kolo
o promieniu ~ ..

Z rezultatem Blaschkego wiaze sie nie rozwiazane dotychczas zagadnienie:
znalezc figure o najwiekszym polu, która mozna umiescic wewnatrz kazdej figury
wypuklej o szerokoscia.
Uzyskane wyniki gwarantuja jedynie istnienie takiej figury, ale nie mówia nic o jej
ksztalcie. Oto propozycja: wewnatrz kazdej figury wypuklej o szerokoscia mozna
umiescic zakreskowana figure z rysunku 7; jej pole wynosi

3..;3+ 211"..•2 O 4251 .a" .
27 to R$ ,

Moze Czytelnik znajdzie kontrprzyklad lub wskaze lepsza kontynuacje.

7


