
Tozsamo~ciEulera mgr Jaroslaw GÓRNICKI

Osiagniecia Leonharda Eulera. (1707. - 1783) w matematyce sa tak wielkie, ze trudno
jest wskazac najwazniejsze z nich. Przyjrzyjmy· sie kilku tozsamosciom.

W teorii liczb wazna role odgrywa funkcja, zwana obecnie funkcja "dzeta" RiemannaPod.ta ••.owe ••.laanO<fcifunkcjir, .••.tym
hipoteze Riemanna, przedsta ••.ili
E.T. Whittaker, G.N. Wabon wX.rllie

all4li"l/ ,np6lf .•u",ej cz.II, PWN 1968.
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Rozwazmy ja dla l< B.
Z oszacowania
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W6wczas szereg po prawej st~onie (l) jest zbiezny, co wynika
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"=1 "=2"_1

Zaskakujacy zwiazek funkcji ~ z wszystkimi liczbami pierwszymiPl < P2 < ... odkryl
'Euler (1737r.) w postaci r6wnosci

~z do wartosci ~ (12).

Oto elementarne uzasadnienie r6wnosci

00 l ",2
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O<Z< 2'prawdziwa dla

Punktem. wyjscia bedzie nier6wnosc

sin z < z < tgz

Z niej latwo otrzymujemy

ctg2z <

00 00
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R6wnosc ta stanowi podstawe analitycznej teorii liczb. Aby ja sprawdzic, zauwazmy, ze
po prawej stronie (2) wystepuje iloczyn sum ciag6w geometrycznych

l l l l
l + - + "2' + S- + ... = --1-' Je= l, 2, ... , B > l .

Pk p". p". 1.,- p~

Poniewaz WY8tepujace tu szeregi geometryczne o wyrazach dodatnich sa zbiezne (ich
8umy 8a 8konczone), wiec mozemy je mnozyc wyraz po wyrazie. Otrzymamy wtedy

00

(3) II(l _l -L) =L (pC>l pC>2p:. pC>, '"'1=1 p~ l 2 3' •• m

gdzie sumowanie rozciaga sie na w8zystkie mozliwe r6zne kombinacje wykladnik6w
al, a2, ... ,am, m = l, 2, .... Wobec jednoznacznosci rozkladu liczb naturalnych
na czynniki pierwsze, szereg po prawej stronie r6wnosci (3) jest identyczny
z 8zeregiem (l), co dowodzi popra.wnosci wzoru (2).

Z rownosci (2) wynika r6wniez, ze liczb pierwszych jest nie8konczenie wiele.

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem wartosci funkcji

( ) l l .~ 2 = l + 22 + 32 + .. , .
W latach 1728 - 1729 obliczono ja z dokladnoscia doÓ,Ol (Ch. Goldbach,
D. Bernoulli), zas w 1730 r. James Stirling podal wartosc tej sumy z osmioma
dokladnymi znakami dziesietnymi. Dopiero Euler (1735 r.) obliczyl kolejno, ze

l l ",2
~(2)= 1+ -2 + - + ... = - ,2 32 6

1 l ",.
~(4) =.1+ 2. + 3. + ... = 90 "

12",
~ < l + ctg z, O < z < - .z 2

Jezeli nierównosci te wypiszemy dla liczb Zl= 2~+1' Je = l, 2, ... , m, a nastepnie
dodamy je stronami, to otrzymamy

m )2 m m L
""' 2 b (2m + l "l ""' 2 ••"'.~ ctg 2m + l < ",2 ~ Je2 < m + ~ ctg 2rt+l.1=1 1=1 1=1

Mozna pokazac! (patrz margines na
.tronie 12), ze jdli predkoil~ "< wR,
to cZl\lltki poru. zac!.ie bed_ po orbicie,
która ••.ynika ze zlozenia ruchu po
okregu o promieniu bardzo bli.kimR
i ru'chu cyklotrono ••.ego z cze.toilci_

w wokól linii pola E (po okregu o
promieniu ,,2/(w2R) < R). Ale to nie
••.•zystko .• Jelfli cz""tki poru.za,ja sie po
okregu o «rednim promieniuR, to musi
wystt\Pi~ sila doilrodkowa utrzymujaca
je na tej orbicie kolowej. Jest to
skladowa radialna sily Lorentza. Da,je
ja. skladowa predkO<fci"., poniewazE
ma kierunek .~yczny do okregu. Stad:

m,,2 m,,2
~ = B".q ,czyli ". = qRB .

Jest to ••.ldnie «rednia predkoil~
unoszenia plazmy w kierunku osi .•,
poza plaszczyzne totusa.

Roswl~anl. sadania F293.
W .talym jednorodnym polu
magnetycznym ruch cz""tki
nalado ••.anej jest zlozeniem ruchu po
okregu pro.topadlym do kierunku

pola E, zachodzacegoz czeatoilci_
. cyklotronow" w = qB Im oraz
ruchu pro.toliniowego ze .tal_
predkoilci_ (.kladowa równolegla

do ••.ektora E). Mimo ze w chwili
pocz"tko ••.ej nie mamy jeszcze ruchu
cyklotrono ••.ego (nie ma .klado ••.ej
predkoilci prostopadlej doE, .ila
Lorentza równiez ••.yno.i zero), to ruch
ten pojawi .ie juz po infinitezymalnie
krótkim czasie ~t (patrz ry.unek),
pojawi .ie równiez .ila Lorentza.
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T ., = '0 . - = 10,7 cm.
To

Gdy~my chcieli wykorayatal! ten
wa6r'do oblicaenla wariolci •. a dul,
dokladno'ci, wario a•• toBowal!
"Prayapieaaenle (aumowaDta)"
praedstawlone wDe'cie 0/1088.

aoawlll8anl. aadanla P282.
ClInlenie·w praerwle a powletraem
ro,,;~e jeat ciezarowi alupa ciecay
nad praerw, podalelonemu praea
powierachnle praekroju rurkI. Pray
smianie temperatury amieni aie
aarowno wysokol~dupa ciecay, jak
i je~o ~eatol~, ale m•• a I ciezar
pozoatan, takie aame. Poniewat
rOSlzeraalnol~ciepln, rurki mozna
zaniedbal (wobec rozazeraalnolci
cieczy), wiec cilnlenie w praerwie
poaoatanie bu amlan. Stoauj~
do powietraa równanie atanu ~aau
doakonale~o(pV ~ T) an-.jdujemy, ie
atosunek objetolci a-.jmowanychpraea
powietrae w roinych temperaturach
jeat równy atoaunkowl tych temperatur .
Zatem

Liczby Bernoullie~o to licaby wymierne
wyznaczone praea J. Bernoullle~o
w 1113 r. Ich wartolci pocz,tkowe s,
nastepujl\Ce:
Bo = l, BI = -l, B~ = l,
Bs = Ba = BT = ... = O, B. = - to,
B. = -h,...

Liczba ~(3) jest niewymierna
(A~ry, 1918).

Poniewai
••

~d ,~=m(2m-l)L..,j g 2m+ l 31=1

(dow6d tej r6wnosci podamy w dalszej czesci), wiec
••

m(2m - l) < (2m + l)' ~ ..!.... + m(2m- l) = m(2m+ 2)--- -----L.-J Je' < m ft ft'
1=1

skad

•.' ( l) ( 2)'" 1 •.' ( l) ( l)- 1--- 1--- <~-<- 1--- 1+--6 2m + l 2m + l L..J Je' 6 2m + l 2m + l .1=1

Prsechodl'C teras I m-+ +00 otrsymujemy OCIekiwan, r6wn~

~1 • ~1 •.'L.-J Je' = "~ClO L.-J Je' = "6 .
1:=1 1:=1

POlostaly nam do Ulasadnienia dwa fakty.
1. Dla O < z < f mamy sin:/;,< z < tgz.
Dow6d. W kole o promieniu ,> O rOIpatrzmy kat ostry o mierse lukowej z,
cieciwe AB i styclnll. AC do okregu w punkcieA (rysunek). W6wclas

Ili. omI< pole wycinka kolowegoAOB < Ili. OAC l,
czyli

skad otnymujemy teze •
••

2 ~ c~g'~ - ",(2•••-1). ~.' , ••+1 - a •1=1
Dow6d. Korsyataja,c ze wzoru de Moivre'a i wzoru Newtona mamy

cos,,~ + iain"~ = (coa~ + iain ~)n =

= ainn ~(ctg~ + i)n= ainn ~ t(=)il:dgn-1~.
1:=0

Por6wnujac czesci urojone tych liczb doatajemy

ain"~ = ainn ~( (~)C\gn-l~ _ (;)ctgn-a~ + (=)dgn-6~ _ •• .) .

Niech" = 2m + l, wówczas powyzsza równosc przyjmuje postac

ain(2m + l)~ = ain, •••+l ~. P ••(ctg'~),

gdzie p•• jest wielomianem atopnia m poataci

( .•) p. ()_ (2m+l) "'_ (2m+l) •••-1 (2m+l) ",_,_.•• '" z - l z 3 z + S z ...

Zauwazmy, ze dla~I: = '':+1' k = l, 2, ... ,m,ain(2m + 1)~1:= O. sin ~I: :F O. wieC
wielomian p•••ma m r6znych pierwiastków

, k7f

ZI: = ctg -2--' k = 1,2, •..• m.m+l
W zwill,Zkuz tym ma miejsce r6wnosc

(S) P•••(z) = A(z _ctg' __lr_) (z _ctg2~) .•• (z -dg'~).2m + l 2m + 1 2m + 1

Por6wnujac wap6lczynniki 8tojace przy wyrazeniachz" i Z •• -l W r6wnosciach (4) i (S)
z latwoscill. 8twierdzamy, ze

A= Cml+1) ,

(2m + l) (, •. 2 2•. 2 m•. )3 =A ctg -2--+ctg -2--+···+ctg -2-- ,m+l m+l m+l
8kad otrzymujemy p08lukiwanll. r6wnosc.

W roku 1740 Euler podal takze zaleznosc

(2•.),n
~(2") = 2(2")! IB2n l, " = l, 2, ... ,

gdzie B2n 8ll.liczbami Bernoulliego. Nie udalo 8ie jednak obliczyc analogicznie
~(2" + l) i do tej pory "natura arytmetyczna" tych aum je8t jeazcle nie'znana.,
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