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Matematyka
•l gra w szachy

Geometryczne

sofizmaty

I. Kat prosty jest równy katowi
,rozwartemu.

Jaroslaw GÓRNICKI

Sofizmat - rozumowanie na poz6r poprawne,
w kt6rym popelniono bll\d logiczny, trudny
nieraz do wykrycia, nadajl\Cy pozory
prawdziwotCci falszywemu twierdzeniu.

o Euklidesie nie wiemy prawie nic.
Znany jest przede wszystkim jako
autor Element6w. Na uwage zasluguje
równiez inna jego pracaFa/Uf/we wniolA:i

(P8eudaria). Niestety, zaginela ona
i z ogólnikowych przekazów ojej tresci
mozna domniemywac, ze zawierala rózne
falszywe twierdzenia geometryczne i ich
bledne dowody. Do ich zrozumienia
wystarczy znajomosc elementarnych faktów
z geometrii. Oto kilka takich sofizmatów.

Zalózmy, ze figuraABCD jest kwadratem.
Z wierzcholka C odkladamy odcinekCG
równy CB. Punkty A i G laczymy prosta.
Odcinki AB i AG dzielimy na polowy
odpowiednio punktami E i H. Poniewaz
AB ~AG, wiec prostopadle doAB i AG,
wystawione w punktachE i H, takze
nie sa równolegle. Przecinaja sie one
w pewnym punkcieK. Rozpatrzmy
przypadki:
a) Punkt K lezy "ponad" prostaDC
(rys. 1) wewnatrz czworokataAGCD.

Rys.l

Laczymy punkt K z wieucholkami A, G,
C, D. Wówczas IKDI = IKCI i IKAI =
= IKGI. Zatem trójkaty KAD, KCG maja
odpowiednie boki równe. StadILK DAl =
= ILKCGI. Dodajac katy KDA i KDC
oraz LKCG i LKCD (ILKDCI=
= ILKCDI) otrzymujemy równosc
LADCI = ILGCDI.

gdzie biCi oznacza i-typ6lruch bialych wraz z nastepujacym po
nim i-tym p6lruchem czarnych, P zas oznacza podzbi6r zbioru
wszystkich ciag6w 4D-ruchowych, taki mianowicie, ze kazdy

jego element prowadzi do konfiguracji na szachownicy, kt6ra to
konfiguracja jest co najmniej remisowa dla bialych.

W dziedzinach skonczonych (jaka sa, oczywiscie, szachy) obowiazuje
ponad wszelka watpliwosc logiczne prawo wylaczonego srodka:
p lub -p. Podstawmy pod p hipoteze, ze biale maja strategie
nieprzegrywajaca - zapisana wzorem kwantyfikatorowym(*), wtedy:

- p == - (V /\ V /\ ... V /\(bICI, b2C2,"" b40C40) E p) -
, bl CI b2 C2 blo ClO '

/\ V /\ V ... /\ V (bICI, b2C2,"" ,b40C40) 'I. p -
bl CI b2 C2 blO ClO

W 1912 roku szwajcarski matematyk E. Zermelo (znany przede
wszystkim z aksjomatyki teorii mnogosci) udowodnil, ze w grze
w szachy: albo biale moga zawsze wygrac, lub co najmniej
zremisowac, albo moga zawsze wygrac czarne. "Zawsze", to
znaczy jesli nie popelnia bledu i stosowac beda swoja strategie
optymalna. Twierdzenie Zermeli ("szachowe") nie daje zadnej
wskaz6wki, jak taka strategie (funkcje wyboru na wezlach drzewa
gry pozycyjnej,jaka sa m.in. szachy) mozna znalezc; nie rozstrzyga
r6wniez, kt6ra strona - biale czy czarne, ma taka strategie. Jest'
to przyklad udowodnienia istnienia w spos6b niekonstruktywny,
chociaz (!) niekonstruktywnosc ta ma charakter pragmatyczny'-
teoretycznie bowiem, wobec skonczonej liczby wariantów kr6lewskiej

gry (finityzm) te strategie mozna by znalezc za jakies ...101010'"'

lat (wariantów tych jest wiecej niz elektron6w w obserwowanym
Wszechswiecie!).

Idea dowodu omawianego twierdzenia jest oownie prosta co
blyskotliwa - zwr6cil na to uwage polski matematyk, Jan MycieIski
w latach 60. we Wroclawiu. Przypuscmy na chwile, idealizujac,
ze kazda partia szach6w liczy 40 ruch6w (80 p6lruch6w bialych
i czarnych na przemian). Istnienie nieprzegrywajacej strategii dla'
bialych w tych chwilowo "usztywnionych" szachach mozna zapisac
w jezyku logiki kwantyfikatorow nastepujaco:

(*) V /\ V /\ ... V /\(bICl' b2C2,"" b40C40) E P,

/\ V /\ V ... /\ V(bICI, b2C2,"" b40C40) E N \ P,
b1 CI b2 C2 blO ClO

gdzie N oznacza wzmiankowany juz zbi6r wszystkich ciag6w
40-ruchowych. Ostatnia z r6wnowaznych formul nie mówi nic innego
jak to, ze czarne maja strategie wygrywajaca (jesli konfiguracja
koncowa nie jest nieprzegrywajaca dla bialych, to jest wygrywajaca
dla clarnych - jeszcze raz wylaczony srodek). C.b.d.o.
Z punktu widzenia absolutnej scislosci powyzsze rozumowanie
zawiera luki, ale sa one usuwalne, choc kosztem sztucznych
i zmudnych konwencji pomocniczych.

Jak juz powiedziano, twierdzenie Zermeli nie wskazuje, czy biale, czy
czarne sa w leps~ej sytuacji. Tymczasem wieloletnie doswiadczenie
i teoretyczne analizy szachistów sugeruja, ze to biale sa w lepszej
sytuacji rozpoczynajac gre (przewaga tempa). Argumentacja
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b) Punkt K lezy na odcinku DC,
tzn. dzieli on odcinek CD na polowy.
Równosc ILADCI = ILGCDI otrzymujemy
z przystawania trójkatów KDA i KCG.
c) Punkt K lezy "pod" prosta DC (rys. 2).
Laczymy punkt K z punktami
D, A, G i C. Wówczas trójkaty KAH
i KHG sa przystajace. ZatemIKAI =
= IKGI. Równiez trójkaty KDF i KCF
sa przystajace. ZatemIKDI = IKCI
i ILKDCI = ILKCDI. Ponadto IDAI =
= ICBI = tCGI. W ten sposób odpowiednie
boki trójkata KDA sa równe odpowiednim
bokom trójkata KCG. Oznacza to, ze
ILKDAI = ILKCGI. Odejmujac teraz
od tych katów równe katyKDC i KCD,
otrzymujemy: ILADCI = ILGCDI.

szachistów, w odróznieniu od np. dowodu twierdzenia Zermeli, nie
jest scisla, nie daje pewnosci, lecz tylko psychologicznie ten fakt
upra.wdopodabnia. Jednakowoz w nauce i róznych dziedzinach

dzialalnosci ludzkiej zdarzaja si~ niespodzianki, paradoksy.
Intuicyjnie czujemy, ze czasem korzystnie jest oddac chwilowo

inicjatywe przeciwnikowi (moze nie tylko w grach hazardowych!?).
Uwazam, ze mozna by znalezc racjonalny argument na rzecz
czarnych w szachach rozwiazujac pozytywnie nastepujace problemy:
1. Skomponowac zadanie szachowe niekonwencjonalnego typu: uklad
figur i pionów bialych i czarnych jest symetryczny wzgledem linii
poziomo polowiacej szachownice; temat: biale zaczynaja - czarne
wygrywaja.!
2. Wynalezc gre pozycyjna dwuosobowa, o symetrycznej konfiguracji
poczatkowej, w której rozpoczynajacy przegrywa przy optymalnej
grze, tj. stosowaniu optymalnych strategii z obu stron. A moze taka
gre juz znamy?

Rys.2

Wyjasnienia sofizmatów na str.16
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W ksiazce J. Nievergelt, J. Craig Farrar,E. M. Reinhold,
Informatyczne rozwiazywanie zadan matematycznych.,WNT,

Warszawa 1978, na str. 109 - 111 jest opisana gra o nazwie Hex,
pozycyjna, dwuosobowa i symetryczna. Autorzy dowodza, ze biale
(rozpoczynajacE: gre) maja strategie wygrywajaca (remisy w tej
grze nie sa mozliwe). Idea przewodnia ich dowodu jest zalozenie

nie wprost, ze czarne wygrywaja, a nastepnie imitowanie strategii
czarnych przez biale przy pierwszym ruchu ,Jalowym". Mogloby
sie na pierwszy rzut oka wydawac, ze przypadek ten przemawia
przeciwko czarnym w szachach. Jednak nietrudno zauwazyc, ze
sposób powyzszy nie przenosi sie z Hexa na szachy, warcaby itp.
(dlaczego?). Totez problemy - wyzwanie (punkty1i 2) pozostaja
otwarte.

II. Kazdy trójkat jest
równoramienny.

Wezmy dowolny trójkat ABC.
Poprowadzmy dwusieczna kata C,
symetralna bokuAB i rozwazmy ich punkt
przeciecia N.
a) Dwusieczna i symetralna nie przecinaja
sie, tzn. sa równolegle" Oznacza to,
ze dwusieczna jest prostopadla doAB,
czyli IACI = ICBI.
b) Dwusieczna i symetralna przecinaja
sie w punkcie N, bedacym wewnetrznym
punktem trójkata ABC (rys. 3).
Opuszczamy z tego punktu prostopadle
NP i NQ odpowiednio do bokówCB
i CA (IN PI = INQI). Ponadto IN Al =
= INBI. Trójkaty prostoka,tneNPB,
NQA sa przystajace, wiecILN AQI =
= ILNPBI. Poniewaz ILNAMI = ILNBAI,
wiec ILCABI= ILCBAI. Stad !:::.ABC jest
równoramienny.
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Roawl"aanle aadanla F 806.
Poniewai interesuje nas jedynie
o8zacowanie, wiec mozemy zamiast
ol6wka rozpatrywa<! wahadlo
matematyune (o masie i dlugo~ci
r6wnym masie m i dlugo~c11 ol6wka)
ustawione w najwyzszym polozeniu.
Je~li oznaczymy kat odchylenia
wahadla (ol6wka) od pionu przezO,

to r6wnanie ruchu naszego ukladu
przyjmie posta~

ml9 = mgsinO.

Ograniczaj ac sie do malych odchylen
od pionu mozemy przyjac sinO ~ O.

Rozwiazanie r6wnania ruchu jest
wiec funkcja wykladnicza e±wt, t';dzie

w = 0. Pionowe polozenie ol6wka
jest polozeniem r6wnowagi nietrwalej
i wystarczy dowolnie maly impuls,
by rozpoczal sie ruch, podczas którego
() narasta jak ewt. W identyczny sposób
zmieniac sie bedzie predkotlc, a wiec

dla energii kinetycznej otrzymamy

T = Ae'wt.

W opisanych w zadaniu warunkach
tr6dlem poczatkowego impulsu jest

•nieustanne bombardowanie ol6wka
przez czasteczki powietrza. Poniewai
kazda z nich ma energie kinetyczna
rzedu kT, gdzie k oznacza stala
Boltzmanna, aT - temperature. wiec
podobna energie uzyska praktycznie
natychmiast i ol6wek. Stad wynika,
ze mozemy przyja~

A = kT

W chwili upadku energia kinetyczna
wynosi mg!. A zatem czas, po jakim
nastapi upadek, dany jest przez

t "" 2... In mgl .
2w kT

W tempera.turze pokojowej dla
typowego ol6wka (mI"" 100 g·cm)
dostaniemy t "" 2, l s. Por6wnanie tego
przewidywania z wynikiem prostego
do~wiadczenia pokazuje, ze warunki
zadania sa praktycznie bardzo trudne
do spelnienia.


