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Ro.wi".anie .adania M 609. Niech
CD bedzie dowolna §rednica. okregu.
Mamy

2 = CD { CAl + AlD.
2 = CD ~ CA. + A.D.

2 = CD ~ CA" + A"D.
Dodajac te nierówno§ci stronami
dostajemy

2n~ (CAl+ ... +CA,,)+

+ (AlD + ... + A"D).
Dlatego jeden z konców §rednicy
spelnia warunek zadania.

Jednym z wazniejszych kierunków rozwojowych XIX-wiecznej matematyki
byla powstajaca wówczasanall/sis sitw zwana inaczej topologia. Zajmuje sie
ona wlasnosciami figur geometrycznych, które zachowuja sie nawet wtedy, gdy
deformujemy je tak znacznie, iz traca one wszelkie swoje wlasnosci metryczne
i rzutowe.

Wiele faktów topologii jest tak waznych, ze matematykowi (i nie tylko) nie wypada ich
nie znac. Typowym przykladem jest tu twierdzenie Brouwera z 1911 roku o punkcie
stalym, które prezentujemy ponizej. Jest ono intuicyjnie znacznie mniej oczywiste niz
wiekszosc fa.któw topologicznych, ma rózne dowody i znalazlo szereg zastosowan.

2. Lematy Spernera
Podzial trójkata na skonczona liczbe mniejszych trójkatów w taki sposób, aby przekrój
kazdych dwóch trójkatów podzialu byl ich wspólnym bokiem, wspólnym wierzcholkiem
lub zbiorem pustym, bedziemy nazywac podzialem symplicjalnym - triangulacja.
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Lemat 1(Emanuel Sperner, 1928). Podzielmy symplicjalnie trójkatAlA2Aa.
Wierzcholki trójkatów podzialu tak ponumerujemy liczbami 1,2,3, ze

(*) ~i ma numer i, wierzcholek lezacy na bokuAiAj ma ~umer i lub f, pozostale zas
wierzcholki maja dowolne numery.

Wtedy wsród trójkatów podzialu istnieje taki, którego wierzcholki maja numeracje
1,2,3.

Numeracje spelniajaca warunek(*) nazywamy spernerowska.

Dow6d. Wierzcholki trójkatów podzialu numerujemy zgodnie z warunkiem (*).
W rodzinie wszystkich boków trójkatów tego podzialu wyrózniamy te, których
koncom przypisano dwie liczby: 1 i 2. Oznaczmy rodzine tych boków przezR..
W rodzinie R. rozpatrzmy boki lezace na odcinkuArA2' Liczba u tych boków
jest nieparzysta (rysunek obok), co jako oczywiste pozostawiamy bez dowodu.
Niech T bedzie trójkatem podzialu, wtedy przez'II(T) oznaczamy liczbe bokówT
nalezacych do rodzinyR. Jezeli przezw(T) oznaczymy l.bi6r wartoElci przyjmowanych
w wierzcholkach T, to latwo stwierdzjmy zaleznosci:
l. jezeli w(T) = {l, 2, 3}, to v(T) = 1;
2. 'jezeli {l,2} C w(T) =I {l, 2, 3}, to v(T) = 2;
3. jezeli {1,2} rt. w(T), to tI(T) = O.

Zatem, jesli l" jest liczba trójkatów podzia.lu, które w wierzcholkach maja numeracje
1,2,3, to

r == L 'II(T) (mod2)

(liczby r i I: II(T) sa obie pa:rzyste badz obie nieparzyete). WL II(T) kazdy z boków
rodziny R liczony jest jeden raz, gdy zawierafile VI odcinku AlA2 i dwukrotnie
w pozostalych przypadkach. Mamy wiec

L II(T) == u(mod2).
skad

r == u(~od2).

Z nieparzystosci liczby u wynika nieparzystosc liczby r. W ten spoBób pokazalismy fakt
mocniejazy: liczba. r trójkat6w z podzialu symplicjalnego, których wierzcholki maja
numeracje 1,'Z,3, jest nieparzysta.
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dj(z) - dj(J(z))

jest mozliwie najwieksza.
W przypadku, gdy dla dw6ch liczbj, k (j =l k)

spelniony jest warunek (***) oraz

dj(z) - dj(J(z)) = d,,(z) - d,,(J(z)),

punkt z zaliczamy tak do zbioruRj, jak i do zbioru R",

Rozwazmy teraz tr6jkat r6wnoboczny. Udowodnimy

Twierdzenie l (Leihen E. J. Brouwer, 1911). Dla kazdego ciaglego odwzorowania
I: 6 -+ 6 (domknietego tr6jkata r6wnobocznego w siebie) istnieje punkt staly, tzn.
taki punkt p E 6, ze I(p) = p.

Dowód. Niech tr6jkat r6wnoboczny 6 ma wierzcholki Al, A2, Aa. Dla dowolnego

punktu z E 6 oznaczmy przez odpowiednio dl (z), d2(z), da(z) odleglosci punktu z od
bok6w A2Aa, AIAa, AIA2' Zauwazmy, ze:

(1) !h(z) + d2(z) + da(z) = a· -/3, gdzie a jest dlugoscia boku tr6jka.ta,2

(2) nieujemne liczby al, a2, aa, takie, ze al + a2 + aa = a-/3, wyzn'aczaja taki punkt2
z E 6, ze di(Z) = ai dla i = 1,2,3.

Niech 1:6 -+ 6 bedzie odwzorowaniem ciaglym.

Zalózmy ponadto, zeI(z) =l z dla kazdego z E6.
Mozemy w6wczas tr6jkat pokryc zbiorami Il;,
(i = 1,2,3) utworzonymi nastepujaco: punkt z E6
nalezy do zbioru pokrycia o takim numerzej, dla
kt6rego

(***) dj(J(z)) ~ dj(z)
i r6znica

Lemat 2 (E. Sperner, 1928). Jezeli tr6jkatAIA2Aa bedzie pokryty takimi zbiorami
domknietymi RI, R2, Ra, ze

(**) Il; jest rozlaczny z bokiem przeciwleglym wierzcholkowiAi,

to istnieje taki punkt p E 6AIA2Aa, ze p E RI n R2n Ra.

Dowód. Niech (En) bedzie ciagiem dodatnich liczb rzeczywistych, zbieznym do zera.

Dla kazdego n tworzymy podzialy symplicjalne trÓjkata AIA2Aa na tr6jkaty 6}"1 ta.k,

ze 67 jest zawarty w kole o promieniu En dla kazdego j. Wierzcholek tr6jkata 6 (nIJ
otrzYIp.uje dowolny numer zbior6w R", do kt6rych nalezy. Tego rodzaju numeracja jest
spernerowska. Z lematu 1 wynika, ze dla kazdegon w podziale symplicjalnym tr6jkata
AIA2Aa istnieje trójkat BnGnDn, którego wierzcholki maja numeracje 1,2,3. Mozemy

wybrac podciag (ni) tak, aby ciagi punktów (Bn,) C RI, (Gn,) C R2, (Dn,) C Ra byly
zbiezne do tego samego punktup, kt6ry ze wzgledu na domknietosc zbior6w pokrycia
nalezy do RI n R2 n Ra.

Wykorzystujac ten rezultat przedstawimy kolejny wynik Spernera zwany "lematem
o zamocowaniu".

3. Twierdzenie Brouwera

b)

Mozliwolfc wyboru gwarantuje
twierdzenie Bolzano- Weierstrassa:

w kazdym ograniczonym ciagu punktów
na plaszczyinie istnieje podciag
zbiezny.

Sposób okrelflenia przynaleznolfci punktux: w trójkacie równobocznym
wysokolfci wyznaczaj" pewne kierunki. Zaznaczamy je w kole,
przenoszac równolegle, jak na rysunku (b). Dziel" one brzeg kola na
trzy równe luki, które odpowiednio numerujemy. W kazdym punkcie
z E C. zaczepiamy wektor o koncu w punkcieI(z) (rys. (a)). Nastepnie
przesuwajac ten wektor równolegle zaczepiamy g<;>w punkcie O. Koniec
tak otrzymanego wektora rzutujemy radialnie (wzdluz promienia) na
brzeg kola. Numer luku, do którego nalezy tak otrzymany punkt, jest
numerem zbioru Ri, do którego nalezy punktx.

A,

o figurze, która ma te wlasnoU, ze
kazde ci"gle przeksztalcenie w siebie
ma punkt staly mówimy, iz ma
wlasnolfc punktu stale go.

Mówimy, ze dwa zbiory A i B sa
homeomorficzne, jelfli istnieje ciagle
r6znowartotciowe odwzorowanie
h: A -+ h(A) = B majace ciagle
odwzorowanie odwrotneh-I: B -+ A.

WÓWGzas:

- kazdy punkt tr6jkata nalezy do co najmniej jednego zbioru z pokrycia,
- zbiory Il; sa domkniete,
- zbiory Il; sa rozlaczne z bokiem przeciwleglym wierzcholkowiAi,
a co najwazniejsze RI n R2 nRa = 0 (dlaczego?). Otrzymana sprzecznosc z lematem 2
gwarantuje prawdziwosc twierdzenia.

Wykazana wlasnosc punktu stalego jest niezmiennikiem topologicznym, jesli bowiem
ma ja tr6jkat domkniety, to ma takze kazdy zbi6r z nim homeomorficzny.

Istot~ie, niech ciagle odwzorowania h: 6 -+ K, h-l: K -+ 6 ustalaja homeomorfizm
zbioru K z trójkatem. Rozpatrzmy ciagle odwzorowanieF : K -+ K. Wykazemy, zeF
ma punkt staly. Otóz zlozenie •

h-IoFoh:6-+6

ma punkt staly (na mocy twierdzenia Brouwera): z= (h-lo F o h)(z). Zatem

h(z) = (h o h-lo F o h)(z) = F(h(z)),

co konczy uzasadn ienie.



Nie wszystkie podzbiory plaszczyzny maja taka mila wlasnosc. Oto dwa przyklady:

y

p = K2 -K,

Ki ={a lal':; i)

x

Przyklad l. Pierscien P
jest zbiorem domknietym,
ograniczonym o niepustym
wnetrzu. Ciagle odwzorowanie
antypodyczne 1:p -+ P dane
wzorem I(a) = -a nie ma punktu
stalego.

Przyklad 2. Dla kola otwartego
C = {a : lal < l} odwzorowanie
1: C -+ C dane wzorem
I(a) = Ha+ ell, jest ciagle i nie
ma punktów stalych.

Symbolem lal oznaczamy odleglo'~
(euklidesowa) punktu a od punktu
0=(0,0).

4. Zastosowania
Twierdzenie Brouwera znalazlo wiele'zastosowan poza topologia, m.in. w teorii równan
rózniczkowych przy dowodzie istnienia rozwiazan, w teorii ukladów dynamicznych,
w analizie:funkcjonalnej, w algebrze ... Oto jak mozna je wykorzystac do dowodu
zasadniczego twierdzenia algebry" dowiedzionego po raz pierwszy przez Gaussa
w 1799 r., a wczesniej sformulowanego przez d'Alemberta w 1746 r.

Twierdzenie2. Kazdy wielomian zespolony stopnia wiekszego lub równego1 ma
pierwiastek zespolony.

Dowód. Rozwazmy wielomian zespolony

I(z) = zn+ an-l .zn-l + ... + al .z+ ao , n ;:::1, aj - zespolone.

Niech R = 2 + laol + lali + ... + lan-ll ;:::2. Funkcja g dana wzorem

{ j(z) _ i9

Z - R --l '( -1)9 dla z - r . e , O ~ r ~ 1,
g(z) = n. e' n r

. Z - Rn~(~ln-l dla 1 < Izl ~ R
jest ciagla (!). Przeksztalca ona kolo domknieteKR = {z : Izl ~ R} w siebie. Istotnie,
gdy O ~ Izl ~ l, to

Ig(z)1 = Iz - I(z) I < 1+ I/(z)1 <Rn-l .ei(n-l)9r - Rn-l-

< 1+ 1zll\+ lan_ll·lzln-l + ... + lall'lzl + laol < 1 R - 1 < R.- Rn-l - + Rn-l -
Gdy 1 < Izl ~ R, to

I (z)1= Iz _ I(z) 1= I(Rn-l - 1) . zn- an-l . zn-l - ... - aol<g Rn-l . zn-l· Rn-l . Izln-l

< (Rn-l _ 1)' R + lan-ll + lan-21' rh+ ... + laol' (rht-1 <
Rn-l Rn-l

R R-2 2
<R---+--=R---<R- Rn-l Rn-l Rn-l - .

Zbiór KR jest homeomorficzny z trójkatem, funkcjag jest ciagla, wiec na mocy
twierdzenia Brouwera istnieje taki punkt z EKR, ze g(z) = z. Warunek ten
w oczywisty sposób równowazny jest stwierdzeniu: istnieje takiez E KR, ze 1(2) = O •

Musimy jednak zaznaczyc, ze istnieja zbiory plaskie, które nie sa homeomorficzne
z trójkatem (np. okrag warszawski), a maja wlasnosc punktu stalego(Delta 9/1980).

Na zakonczenie uwaga. Z dowodu tego twierdzenia wynika, ze w koleKR istnieje
pierwiastek wielomianuI(z). Rodzi to pytania:
1. Jaki jest najmniejszy promien kola o srodku w punkcie zero zawierajacego wszystkie
pierwiastki wielomianu I(z)?

Przypadek 2. Kazda grupalo chlopców 2. Jakie jest w ogóle najmniejsze kolo zawierajace wszystkie pierwiastki
ma co najmniej lo + l dziewczyn; wtedy •l . 1()1zenimy jednego z chlopców z jego w~eomlan~ z .
dziewczyna. Pozostali znów spelniaja Kilka WYnIkówz tego zakresu (choc nIe ostatecznych, Jak Sie wydaje) omaWIa
zalozenie indukcyjne, co konczy dow6d.A. Turowicz w Geometrii zer wielomianów.

Ro.wl".anle .adanla M608.
Przypu'~my, te twierdzenie jest
prawdziwe dla wnyotkich I< n.
Udowodnimy, ze"jeot prawdziwe dlan,
i w ten sposób przeprowadzimy dowód
indukcyjny (przypadek n = l nie jest
trudny).

Przypadek 1. Istnieje grupalo < n

chlopców, którzy maja dokladnie
lo dziewczyn. Na mocy zalozenia
indukcyjnego mozna kazdego z nich
ozeni~ z dziewczyn!\- Zauw,ai.my teraz,

te pozostala grupa chlop'J'lSwrówniez•pelnia zalozenie indukcyjne: gdyby
bowiem tak nie bylo, to pewna grupa
, chlopców mialaby wtedy nie wiecej
niz, - l dziewczyn i istnialaby grupa
, + lo chlopców, majaca, + lo - l
dziewczyn.

"Okrag warszawski" (serpentyny
utworzone sa przez odpowiedni
fragment wykresu funkcji x>-+ sin .l,
x #- O). Kazde ciagle odwzorowani:I :1II -> 1II ma punkt staly.
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