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Na zwyklej plaszczy:l;nie przykladem figury zlozonej z samych punkt6w
diametralnych jest zbi6r wierzcholk6w jakiegog wielokata foremnego (np.
kwadratu); nr7.ywiscie. uie jest to zbi6r wypukly. Podobnie okrag.

Gdy ktog nie lubi normy (np. dlatego, ze nie zna tego pojecia), moze wyobrazic
sobie norme punktux E E jako odleglogc punktu x od punktu (O,... ,O).
Podobnie slowo metryka moze byc zastapione przez odleglogc pod warunkiem,
ze bedzie sie pamietalo, iz odleglogc mozna mierzyc na r6zne sposoby.

Andrzej
OLEJNICZAK,

Krzysztof
OMILJANOWSKI

czyli ponowne odkrywanie MatAmeryki

Ponizsza rozmowa autorów - ukladajacych
zadania dla studentów - zaczela sie od
nastepujacego zadania:

Zadanie l. Dla liczb p,q (O < P < q)

definiujemy cia,gi{an}, {bn} nastepujaco:
al = p, h = q, an+l jest
srednia harmonicznaan, bn, czyli

2an bn b . t' d .
an+l = b' n+l Jes sre nIaan + n

b l·b an + bnarytmetyczna an, n, czy l n+l = --- 2
Wykazac, ze ciagi te sa, zbiezne do sredniej
geometrycznej liczbp, q, czyli do ffi.
- To zadanie jest troche za trudne na
egzamin. A moze takie?

Zadanie 2. Dla liczb p,q (p < q)

definiujemy cia,g{an} nastepujaco: al= p,

an + an+l Zb d •
a2 = q, an+2 = --2--' a ac
zbieznosc tego cia,gu.

- Tak, ale to zadanie bylo na zajeciach.
(Okazuje sie, ze dlap = O, oraz q = 1

zapisanie pierwszych kilku wyrazów

Ten tebt jest pr6ba wiwisekcji, pr6ba

ukazania, jak sie robi matematy/ce,

pr6ba pokazania, jak sie mys1i (a raczej,

jak autorzy to robili - wszak to bardzo

indywidualna sprawa). Najmniej istotna
jest tu tresc matematyczna, znana i raczej

blaha. Nie o nia tu chodzi (w tytule akcent

jest polozony na slowo "rozmowa", a nie

na "o srednich").
Tekst ten ma (w zamiarze) propagowac
nie wiedze matematyczna, lecz forme jej

zdobywania.
Ponadto:

- nieicislosci sa jak najbardziej zamierzone

(w przeciwienstwie do bled6w);
- pojawiajace sie slowocwiczenie jest

sugestia pracy wlasnej dla tych Czytelników,

którzy chca ten 'tekst traktowac (mimo

wszystko) jako matematyczny;
. - w zblizonej formie material ten byl

prezentowany (przez drugiego z autorów)
jako odczyt dla mlodzieZy organizowany

przez Oddzial Wroclawski PTM.

Spróbujmy to jednak udowodnic. Oczywiscie,
naszych doswiadczen geometrycznych
nabywamy w przestrzeni R2 z norm
euklidesowa, Ilxll= II(xl,x2)1I = 0~+ x~
(inaczej: na plaszczyznie z euklidesowym
sposobem mierzenia odleglosci punktów).
Niech X C R2 bedzie zbiorem ograniczonym,
wypuklym i niech diam X= d > O. Ustalmy
dowolnie liczbee E (OjdjIO) i znajdzmy w X
dwa punkty a, b, takie, zeby Ila - bil ~ d - e
(jest to mozliwe wobec definicjid). Niech u
oznacza srodek odcinkaab (por. rys. 1).Rys.

Bardzo czesto obiektem badan matematycznych sa, r6znego typu
przestrzenie, np. przestrzen liniowa, przestrzen metryczna, przestrzen
Banacha, przestrzen Riemanna itp. Jesli chcemy w ramach naszych badan
"zajrzec" glebiej w strukture jakiejs przestrzeni, musimy poznac wiele jej
róznorodnych wlasnosci i obowiazujacych w niej regul. M6wiac obrazowo,
musimy nauczyc sie zyc w tej przestrzeni. Musimy zarazem pamietac
o tym, ze zmieniajac obiekt naszych badan, czyli "przenoszac sie" do
innej przestrzeni, powinnismy pozbyc sie "starych przyzwyczajen", gdyz
w nowej przestrzeni obowiazuj a, juz inne warunki, rzadza nia nowe reguly
i prawa.

Dla zilustrowania powyzszej wypowiedzi zajmiemy sie pewnym problemem
geometrycznym.

Zalózmy, ze E jest przestrzenia liniowa nad cialem liczb rzeczywistych R.
Bedziemy, jak to juz tradycyjnie jest przyjete, oznaczac wektory z E
literami lacinskimi, skalary zas z R literami greckimi. Przypomnijmy,
ze odcinkiem o koncachx, y E E nazywamy zbiórxy taki, ze
xy = {ox + (1 - o)y : o E [O,I]}, a srodkiem odcinkaxy - punkt ~x + ~y
z tego odcinka. Zbiór X (X C E) nazywamy wypuklym, jesli wraz
z kazdymi dwoma punktami zawiera laczacy go odcinek.

W dalszym ciagu zalózmy, ze w przestrzeni E okreslona jest norma II· II,
tzn. E jest przestrzenia unormowana. Oczywiscie, norma ta indukuje
metryke na E, okreslona w ten sposób, ze za odleglosc punktówx, y E E
przyjmujemy lix - yll·

Jezeli X jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni E, to srednica
zbioru X nazywac bedziemy kres górny zbioru odleglosci jego punktów
(sup{llx - yll: x,y E X}) i oznaczac symbolem diamX.

Zalózmy nastepnie, ze X jest wypuklym i ograniczonym podzbiorem
przestrzeni unormowanej E, takim ze diam X> O. Punkt x E X nazywac
sie bedzie punktem diametralnym zbioru X, jezeli sup{llx - yll:.y E X} =
= diam X. Jezeli natomiast dla punktux mamy sup{llx - yll : y E X} <
< diam X, to x nazywa sie punktem niediametralnym zbioru X.

Postawmy teraz nastepujace pytanie: Czy w kazdym wypuklym
i ograniczonym podzbiorze X przestrzeni E, takim, ze diamX> O,

znajduja sie punkty niediametralne tego zbioru?

Intuicja zwiazana z naszymi doswiadczeniami geometrycznymi sugeruje, ze
tak byc powinno. Inaczej bowiem zbiór X bylby "dziurawy", co klóci sie
z zalozeniem o jego wypuklosci.
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w ukladzie dwójkowym daje wyrazna
wskazówke cwiczenie.) Trzeba wymyslic
cos prostszego!

- Mam:

Przypuscmy, ze u jest diametralny. Wtedy istnialby punktv E X, taki,
ze liv - uli ~ d-E. Oczywiscie, jeden z katówar i p, zaznaczonych
na rysunku 1, musi byc nie mniejszy niz'If/2 i niech to bedzie np.p.
Korzystajac z twierdzenia cosinusów mamy:

Ilv- bl12= IIv- ul12+ Ilu - bWI - 211v- uli, Ilu - bilcosp ~

~ IIv-uI12+lIu-bIl2.

Niemniej jednak zbiory ograniczone
i wypukle w R2 z metryka maksimum
maja punkty niediametralne.
A oto dowód.

0=(-1,01 lu

Ry •. 2

Wezmy teraz punkt U2= Hal + a2 + as). Zauwazmy, ze U2E X, bowiem
wystarczy zapisac

1 (2 1) 1 (1 2)U2 = - -al + -a2 + - -a2 + -a3
2 3 3 2 3 3

2d - e $ lias - alll + lias - a211.

Stad, poniewaz lias -a211 $ d, wiec lias - alll ~ d-e. Podobnie
lias - a211~d-e.

Zatem

Stad

lit} - bW > (d _ E)2 + (d - E) 2 = ~(d _ E)2 > ~ (d _ ~) 2 > d2,- 2 4 4 10

Przypuscmy, ze wszystkie punkty zbioru X sa diametralne. Niech
al,a2 E X beda takie, ze lIal -a211~ d - e (bedziemy dalej opuszczac
m przy symbolu normy), gdziee> O jest odpowiednio male. Poniewaz
srodek Ul odcinkaala2 jest diametralny, wiec znajdziemy punkt asE X,
taki, ze lias - uIII ~ d - e/2. Stad mamy, ze

d - E/2 $ lias - ~al - ~a211 $ ~llas - alll+ ~llas - a211·

Poprzez analogie mozna by oczekiwac, ze tak bedzie równiez wtedy,
gdy przestrzen R 2 wyposazymy w inna norme (inny sposób mierzenia
odleglosci). I rzeczywiscie, analogia ta jest poprawna, ale nie do konca,
poniewaz dowód wyzej przeprowadzony nie zawsze daje oczekiwany efekt.
Wezmy bowiem w R2 norme maksimum:

li(z!, z2)llm = max{lxII, IX21}·

Rozwazmy w R2 zbiórT - trójkat
o wierzcholkach (1; O), (-1; O) i (Oj 2)
(rys. 2). Oczywiscie, diamT = 2 oraz
Ila - bllm = 2. Ale punkt u, bedacy
srodkiem odcinkaab, nie jest juz teraz
tak "dobry" jak poprzedn,io, poniewaz
Ilu - cllm = 2.

2 1 __ 1 2 __
Sal + Sa2 E ala2 , Sa2 + Sa3 E a2a3 .

Poniewaz punkt U2jest diametralny, wiec znajdujemya. E X, taki, ze
lIu2 - a.1I ~ d - e/3. Dalej mamy:

d - e/3 $11~(al - a.) + ~(a2 - a.) + ~(as - a.)11 $
1 1 1

$s"al - a.11+ s"a2 - a.1I+ sllas - a.ll·

a wiec

(bo cosP $ O)

liv - bil> d.

Jest to jednak sprzeczne z tym, ze diam X= d. Zatem u jest punktem
niediametralnym dla zbioru X.

i zauwazyc, ze

W poprzednim dowodzie podaligmy, co znaczylo w nim "odpowiednio male"
- bylo to "mniejsze odd/lO". Tutaj pozostawiamy Czytelnikowi okreglenie, dla
jak malego ~ dow6d bedzie przebiegal pomyglnie.

- Ciekawe zadanie; jak sie do tego zabrac?
- Wypiszmy pierwszych kilka wyrazów.
Oj, nie mamy nic do pisania!
- W takim razie spróbujmy to sobie
wyobrazic geometrycznie: mamy dwa
wektory at,~ (o wspólnym poczatku).
Wtedy a1 wskazuje na srodek (ciezkosci)
odcinka laczacego konce wektorowat, ~.
Zatem at wskazuje na srodek ciezkosci
trzech jednakowych (punktowych) mas
umieszczonych w koncachat,~, li!
cwiczenie; czyli at = li!. Jasne, ze dalej
bedzie tak samo; czylili! = at = at ...
Nie3podziewane, prawda?

- A co bedzie zZadaniem 3, gdy w (*)a
w miejsce sredniej arytmetycznej wstawimy
srednia geometryczna:

(*)g anH=~ala2 ... an'

- Rachowac? To nudne. Sprobujmy
pokombinowac:

( ) l/nan+l = ala2 ... an ,

Zadanie 3. Dla liczb p,q (O < P < q)
definiujemy ciag {an} nastepujaco:
al = p, a2 = q,

( ) a l + a2 + ... + an* a an+l = n
Zbadac zbieznosc tego ciagu.

ala2
2 1

= 1 1 =-+
a2 al

1
logan+l = -log (ala2'" an),n

l log al + log a2 + ... + log an
ogan+l = n

- Zatem logarytmy wyrazów tego ciagu
tworza ciag taki, jak w pierwszej wersji
Zadania 3. Czyli i tym razem
as = a.= as = ...
- Zapewne tez tak jest dla sredniej
harmonicznej.
- Zaraz, zaraz. Srednia harmoniczna
dwóch liczb wystepowala wZadaniu 1,
ale by miec analogie doZadania 3, trzeba
obliczac srednia harmoniczna trzech
(i wiecej) liczb. Nie pamietam, jak sie ja
okresla!
- Ja tez. Kojarzy mi sie to z jakims
prawem z elektrycznosci (opór zastepczy?),
gdzie jest mowa o odwrotnosciach.
Zobaczmy:

2ala2 2as=--- =---=
al + a2 al + a2
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Stad, podobnie jak poprzednio, wnioskujemy, ze

Jla4-a;ll~d-e, i=I,2.3.
Zalózmy dalej, ze przedluzamy nasza procedure indukcyjnie. Wtedy
skonstruujemy taki ciag{an} punktów z X, ze

Ila;-aill~d-e dlait-j, i,j=I,2, ...
Poniewaz ciag {an} sklada sie z punktów zbioru X, wiec jest ograniczony,
a zatem musi zawierac podciag majacy wR2 granice. Z drugiej strony
odleglosc miedzy jego elementami jest co najmniejd - e, a to wyklucza
zbieznosc tak calego ciagu, jak i kazdego z jego podciagów. Stad
sprzecznosc. Oznacza to, ze w zbiorze X sa punkty niediametralne.

Zwrócmy uwage na to, ze w powyzszym dowodzie nie korzystalismy

z faktu, ze X jest podzbiorem R2, jak równiez z tego, ze11·11 byla norma
maksimum. Istotne bylo tylko to, ze ciag ograniczony w rozpatrywanej

przestrzeni mial podciag zbiezny. Wlasnosc te nazywa sie lokalna
zwartoscia·

Czytelnik, znajacy nieco wiecej analizy, zauwazy zapewne, ze przeprowadzone
rozumowanie implikuje prawdziwolfc nastepujacych dw6ch twierdzen .

Twierdzenie 1. Kazdy relatywnie zwarty i wypukly podzbi6r dowolnej
przestrzeni unormowanej ma punkty niediametralne.

Twierdzenie 2. Kazdy zbi6r wypukly i ograniczony w przestrzeni skonczenie
wymiarowej ma punkty niediametralne.

•

- Teraz jest jasne: srednia harmoniczna
jest odwrotnoscia sredniej arytmetycznej
odwrotnosci danych liczb. Zatem w nowej

wersji Zadanie 3 przyjmie postac:
1

(*)h an+l = 1 1 1-+-+ ...+-
al a2 an

n

- No dobrze, ale jak dowiesc, ze i tym
razem otrzymamy ciag staly poczawszy
od trzeciego miejsca?
- Narysujmy kawalek hiperboli:

poruszamy sie

najpierw po
ciaglych, potem
po przerywanych
strzalkach

.1-

02(
1 1
a;+a;

2 1 (
al T

Ktos móglby w tym miejscu stwierdzic, ze nasza "sztuczka" udala sie
dlatego, ze przestrzen C jest nieskonczenie wymiarowa. Analogicznie

powinno byc w kazdej przestrzeni tego typu (w takich przestrzeniach
zbiory ograniczone nie musza byc zwarte). Niestety, okazuje sie, ze i tym
razem analogia jest zwodnicza. Ale o tym, bycmoie, innym razem.

Teraz, poprzez analogie, mozna by wyciagnac wniosek, ze zbiór wypukly
i ograniczony w dowolnej przestrzeni unormowanej powinien miec
punkty niediametralne. Oczywiscie, nie mozna udowodnic tego tak, jak

wyzej, gdzie skorzystalismy z lokalnej zwartosci przestrzeni skonczenie
wymiarowych. Nalezy wiec wy myslec inny dowód. Okazuje sie jednak, ze
analogia i intuicja zawodza nas calkowicie. Rozpatrzmy bowiem przestrzen

C = ero, 1] zlozona z funkcji x : [0,1] ----+ R, ciaglych na przedziale
[0,1]. Unormujmy te przestrzen w klasyczny sposób za pomoca normy
maksimum Ilxll = max{Jx(t)l: t E [0,1J}. W przestrzeni tej rozwazmy
zbiór

- Tak, to by wystarczylo dlaZadania 3
cwiczenie. Niestety, trudno to uznac za
aksjomat - jest niezbyt naturalne (wszak
niespodziewane dla nas bylo rozwiazanie
pierwszej wersji Zadania 3).
- Moze tak: gdy D jest pewnym

dzialaniem (np. dodawaniem, mnozeniem),
to s jest srednia (kwadracikowa) liczb
al, a2, jesli 8~D 8 = al D a2.

- Przy obliczaniu a4'ciagla strzalka nakryje

przerywana, a na pionowej osi nic sie

nie zmieni (pierwsza wersjaZadania 3).

Popatrz uwaznie! Mamy a4 = as. Dalej
tez jest dobrze: as= a4 = as = ....
Niespodziewane.

- To pewnie da sie dowiesc, ze tak jest dla
kAZdej sredniej!
- Ale co to jest ~rednla?Jak uogólnic,

jak wyabstrahowac wspólna ceche (tych
trzech srednich)?
- Srednia to funkcj a (o paskudnej

dziedzinie), która n-tkom liczb przypisuje
pewne liczby.
- No tak, ale wedlug jakiego sposobu?
- Tak, by Zadanie 3 mialo - w ogólnej
wersji - rozwiazanie uogólniajace
rozwiazania dla tych konkretnych trzech
srednich.

- Ale co to znaczy? To jestwishful

thinkinfl.

- Moze i tak. Spróbujmy choc to zapisac:

sred[al' a2, ... , an,sred(al' a2, , an)] =
= sred(al, a2, , an).

Jest to wiec zbiór zlozony z funkcji,

których wykresy na plaszczyznie (t, x)

lacza punkt (O, O) z punktem (1,1)
i mieszcza sie w kwadracie [0,1] x [0,1]

(por. rys. 3). Oczywiscie, zbiór X jest
ograniczony, wypukly i diam X= 1.
Pokazemy teraz, ze mimo wypuklosci
zbiór ten jest bardzo dziurawy, poniewaz
kazdy jego punkt jest diametralny.
Istotnie, wezmy dowolne x E X oraz
e > O. Wobec ciaglosci funkcji x istnieje

to "bliskie" 1, takie, zex(to) > 1 - e.
Wezmy dalej dowolna funkcje y E X,

taka, ze y(to) = O. Mamy:

lix - yll ~ Ix(to) - y(to)1 = x(to) > 1 - e.

Zatem x jest diametralny.
Koniec dowodu.

} E

to (1,0) t

X = {x E C: ° = x(O) :S x(t) :S x(l) = I}.

x

10,0 )

(0,1 )
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- A dla wiekszej ilosci liczb? Aha:

Definicfa l
s = sred"(al, a2, ... ,an) {:}

{;? s o s o ... o s = al o a2 o ... o an.-----
n razy

- Dobrze, ale zeby móc pisac (po prawej
stronie) bez nawiasów, to musisz miec
lacznoscdzialania o .

- No to mam! o ma wszystkie wlasnosci,
jakie sa potrzebne dla poprawnosci tej
definicji cwiczenie! Niech sie algebraicy
martwia, jakie! o. wiele wazniejszejest,
czy przy takiej ogólnej definicji sredniej da
sie dowiesc,ze wZadaniu 3, przy nowym
warunku

(*)0 an+l = sred"(al,a2, ... ,an)

ciag {an} jest staly (poczawszy od
trzeciego wyrazu)?

- Chyba potrafie:
mamy

oraz

co daje

a. o a. o a. = (al o a2) o as,

a. o a. o a. = as o as o as,

czyli gdy o bedzie mialo porzadne
wlasnosci (tu przydaloby sie cos na ksztalt
pierwiastkowa'niacwiczenie), to a. = as;
a dalej zapewne indukcja:
a. = as= a6 = ...

- Oczywiscie!Mamy wszystko! Chodzmy
spac!
- Zaraz, zaraz, chwileczke! Czy srednia
harmoniczna jest srednia w sensie
Definicfi l?
- Faktycznie; jest klopot ze zdefiniowaniem
takiego dzialaniaOh , by

l
sred"I>(p,q) = TT'~

2

- Mam, ale niezbyt elegancko:
l

p Oh q = -1--1 •
;;+q

- Lepiej wyglada, gdy sie to wyslowi:
p Oh q jest odwrotnoscia sumy odwrotnosci
liczbp, q. To teraz mamy juz wszystko.
- Fajnie, ale zobaczmy jeszcze konkretne
przyklady innych srednich.
- Oj, ciezkasprawa; nie mam pomyslu na
jakies naturalne dzialanie typu o .
- A moze zróbmy analogicznie, jak
dla sredniej harmonicznej. Srednia
harmoniczna odczytywalismy rysujac
hiperbole; teraz narysujmy parabole
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Plazma kwarkowo-gluonowa
Stanislaw MRÓWCZYNSKI

Uklad wielu zjonizowanych atomów, a wiec dodatnio naladowanych
jonów i elektronów obdarzonych ladunkami ujemnymi, nazywa sie
plazma, dokladniej plazma elektronowo-jonowa. Plazma wykazuje
caly szereg niebywale ciekawych i bardzo specyficznych wlasnosci
i stad bywa nazywana czwartym stanem materii, po cialach stalych,
cieczach i gazach. Kilka lat temu pojawil sie w literaturze naukowej
nowy termin - plazma kwarkowo-gluonowa, której wlasnie jest
poswiecony ten krótki artykul.

Kwarki i gluony to skladniki czastek elementarnych podlegajacych
silnym oddzialywaniom jadrowym. Wspomniane czastki tohadrony,
do których w szczególnosci naleza protony i neutrony, zwane
wspólnie nukleonami, tworzace jadra atomowe. Nukleon zbudowany
jest z trzech kwarków powiazanych, sklejonych za pomoca gluonów
(ang. glue - klej). Poza czastkami trójkwarkowymi istnieja jeszcze
wsród hadronów czastki nazywanemezonami, kazda tworzona przez
pare kwark-antykwark. Kwarki i gluony obdarzone sa ladunkami
kolorowymi, czyms w rodzaju ladunków elektrycznych, i zdaja sie
miec te szczeg6lna ceche, ze istnieja jedynie w ukladach kolorowo
neutralnych, takich jak wspomniane nukleony i mezony. Wymieniona
cecha stanowi treschipotezy uwi~zienia, o której nieco szerzej
pisalem wDelcie 9/1991. Hipoteza uwiezienia nie wyklucza istnienia
ukladu bardzo wielu kwarków i gluonów uwolnionych z wnetrz
hadronów i tworzacych makroskopowy uklad, który jako calosc
jest kolorowo neutralny. Taki wlasnie uklad nazywany jestplazma

kwarkowo-gluonowa.

Plazme elektronowo-jonowa mozna otrzymac z gazu atomowego
dwoma sposobami - podgrzewajac ów gaz lub podwyzszajac jego
gestosc. Jak wiadomo, podgrzewanie gazu prowadzi do wzrostu
predkosci atomów w gazie. Jesli zderzenia atomów gazu nastepuja
przy dostatecznie duzych predkosciach, rezultatem tych zderzen
jest jonizacja atomów, tzn. odrywanie sie elektronów od jader
atomowych. W przypadku podwyzszania gestosci zimnego gazu
jonizacja atomów nastapi wtedy, gdy srednia odleglosc miedzy
jadrami atomowymi bedzie bliska promieniowi atomu. Wówczas
danego elektronu (w przypadku atomów wieloelektronowych
elektronu z zewnetrznych powlok) nie bedzie mozna przypisac
zadnemu atomowi, a zatem elektron bedzie wolny.

Plazme kwarkowo-gluonowa mozna, jak sie wydaje, otrzymac
z gazu hadronowego w podobny sposób. Bardzo istotne jest tutaj,
ze w odróznieniu od czastek elementarnych takich jak elektrony,
hadrony nie sa obiektami punktowymi, lecz maja niezerowe rozmiary
rzedu 1 fm, tj. 10-13 cm. Jesli wiec gaz tworzony przez nukleony
zwany materia jadrowa zgnieciemy do gestosci takiej, ze srednia
odleglosc miedzy nukleonami bedzie istotnie mniejsza niz 1 fm,
to spodziewamy sie otrzymac plazme kwarkowo-gluonowa. Oczekuje
sie, ze podgrzewanie materii jadrowej równiez prowadzi do powstania
plazmy kwarkowo-gluonowej, choc przyczyny sa tutaj inne niz
w przypadku plazmy elektronowo-jonowej, gdyz hipoteza uwiezienia
zabrania powstawania wydzielonych kwarków w zderzeniach
hadronów. Natomiast w zderzeniach szybkich hadronów moga
produkowac sie nowe hadrony, glównie mezony, co powoduje,
ze podgrzewanie gazu hadronowego bedzie prowadzilo do wzrostu
jego gestosci i w rezultacie do powstania plazmy.



Fakt, ze bardzo gesta materia jadrowa moze istniec jedynie w formie
plazmy kwarkowo-gluonowej, prowadzi niemal automatycznie do
wniosku, iz w odpowiednio wczesnej epoce ewolucji Wszechswiata
jego materie stanowila plazma kwarkowo-gluonowa, która
nastepnie, gdy gestosc materii obnizyla sie, zamienila sie
w hadrony. Przypuszcza sie równiez, ze plazma istnieje obecnie
w niektórych bardzo gestych ooiektach aSti'onoinic:mych, takich jak
gwiazdy neutronowe. Najbardziej jednak intrygujaca wydaje sie
mozliw9E!c wytworzenia plazmy kwarkowo-gluonowej w warunkach
laboratoryjnych, w zderzeniach ciezkich i bardzo szybkich jader
atomowych. Oczekuje sie, ze niemal jednoczesne zderzenie wielu
nukleonów z zamiana ich energii ruchu postepowego na energie
wyprodukowanych czastek stworzy warunki dla istnienia plazmy
kwarkowo-gluonowej. Zywot tak wytworzonej plazmy bedzie,
niestety, bardzo kr6tki, rzedu10-22 s. Powstaly przy bardzo
duzej gestosci uklad kwarków i gluonów bedzie sie bardzo szybko
rozszerzal, by przy pewnej krytycznej gestosci zamienic sie •
w hadrony. Eksperymenty przeprowadzone w ostatnich latach zdaja
sie wskazywac, ze plazma jest istotnie produkowana w zderzeniach

ciezkich jader, choc interpretóacja rezultat6w tych eksperyment6w
jest niejednoznaczna. Uwaza sie, ze dopiero nowa generacja
akcelerator6w, w kt6rych jadra atomowe zostana przyspieszone do
bardzo wielkich, obecnie niedostepnych energii, umozliwi pelniejsze
zbadanie problemu. Niestety, budowa owych akcelerator6w to
ogromne, wieloletnie przedsiewziecie, wiec na rezultaty przyjdzie
jeszcze poczekac.

Zadania
M 610. Wykazac, ze nie ma wieloscianu o siedmiu krawedziach.
Rozwiazanie na str. 8

M 611. Dane sa w przestrzeni cztery punktyA, B, G, D. Wykazac,
ze jesli prosta laczaca srodek odcinkaAB ze srodkiem odcinkaGD jest
do obu tych odcinków prostopadla, toAG = BD i AD = BG.
Rozwiazanie na str. 8

M 612. Ponad polowa powierzchni kuli jest zabrudzona farba. Wykazac,
ze istnieje srednica majaca oba konce zabrudzone niezaleznie od tego, jak
nieregularnie kula zostala zabrudzona.
Rozwiazanie na str. 8

Zadania matematyczne zostaly zaczerpniete z program u zajec z geometrii
na Trzyletnim Studium Zawodowym nauczycieli matematyki na Uniwersytecie
Warszawskim.

i postepujmy tak, jak w tamtym
przypadku:

poruszamy
llie najpierw
po ciaglych,
potem po
przerywanych
i!trzalkach

sred",(p,q);.: Jp2 ;q2
- Dla 11 ;.: Z3 bedzie tak samo:

VP3 +q3sred"a(p,q) = --2-'
- A dla dowolnej funkcji liniowej bedzie
to zwykla srednia arytmetyczna cwiczenie

(po narysowaniu Tales to zalatwia!).
- No to zapytajmy od razu, jaka musi byc
funkcja f: R+ -+ R, by za jej pomoca
zdefiniowac (tak jak wyzej) odpowiadajaca
jej srednia?
- Do przodu, czyli do osiOY zawsze
dojdziemy wzdluz strzalek ciaglych, ale
by móc wrócic po przerywanych, to musi

istniec takie 8, ze1(8) = f(p) + f(q).2
- Dla tego wystarczy ciaglosc funkcjif,
bo wlasnosc Darboux to gwarantuje. Ale
powinno byc tylko jedno takie 8, bo gdy
jest wiele, to które wybrac?
- R6znowartosciowosc funkcji1 zapewni
nam jedynosc.
- O.K. Zatem
Definicja 2
Dla dowolnej funkcji I: R+ -+ R
ciaglej i róznowartosciowej (inaczej
mówiac: ciaglej i monotonicznej)
definiujemy

sredJ(al,a2, .•. ,an) =

= r1 [f(aI) + I(a~ + ... f(an)]

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 319. W czasie burzy kropelki deszczu naladowaly sie do potencjalu1V
Na dachun = 100 kropelek utworzylo jedna krople. Obliczyc jej potencjal
zakladajac, ze kropelki nie stracily8weg" pierwotnego ladu nku.
Rozwiazanie na str. 9

F 320. Jaki najmniejszy promien
krzywizny r (rysunek) moze
miec nieposrebrzone wlókno
swiatlowodu o srednicyd, aby
spelnialo nadal swoje zadanie.
Wspólczynnik zalamania wlókna
wynosi n.
Rozwiazanie na str. 9

swiaHo --
równolegle =

5

- Popatrz, ze srednia geometryczna.
dostaniemy, gdy za1 (w powyzszej
definicji) przyjmiemy logarytm
(o jakiejkolwiek podstawie!) cwiczenie.
- Tak zdefiniowane srednie spelniaj a
tez Definicje 1.
- Tak, trzeba tylko postapic tak, jak
w przypadku sredniej harmonicznej
okreslajac oJ cwiczenie; najlepiej slownie.
- A czy dla kazdej sredniej okreslonej za.
pomoca pewnego dzialania o istnieje taka
funkcj al, by srede == sredJ ?



--=----,
an+1 an an-1

co dla n = 2,3,4 daje:
1 2 1

sred/(p,q)

to laleiy aapewne od wypuklosci funkcji /
~wiezeDie.

- Pewnie masa racje. S~le, ze na dZ1siaj
wystarcay. Dobranoc! ..

Tomasz KWAST

Dotychczas w trzech jeszcze meteorytach wykryto diamenty
zawierajace ksenon. Same diamenty znajdowano w meteorytach juz
wczesniej. Przypuszcza sie, ze powstaja one, gdy weglowy meteoroid
wpada w ziemska atmosfere. Wysoka temperatura i ogromne
cisnienie wywolane przez fale uderzeniowa (setki tysiecy atmosfer)
prowadza. do powstania drobnych krysztalów. Tu jednak, to znaczy
np. w meteorycie Allende, diamenty - w dodatku zawierajace
ksenon - musialy powstac w inny spos6b, gdyz znajdowaly sie
w "pierwotnej" materii meteorytu. Jakie wiec jest ich pochodzenie?

Patrz w niebo

Tray najobfitsze na Ziemi izotopy ksenonu (o masach atomowych
129, 131 i 132) wystepuja w dosc zblizonych ilosciach - po troche
ponad 20%. W latach 60. Roy Lewis i jego koledzy z University
of Chicago znaletli w niektórych meteorytach (a w kaidym razie
w ich czesciach "pierwotnych- , tzn. nie zniszczonych przez wysoka
temperature panujaca przy przelocie przez atmosfere) nadmiar - i to
dwukrotny - izotopu zar6wno ciezkiego, jak i iekkiego. Ksenon
ten nazwano ksenonem HL (od slówheavy - ciezki i light -lekki).
Wkrotce zreszta stwierdzono tez anomalny sklad izotopowy azotu.
Powstalo przypuszczenie, ze te meteoryty pochodza spoza Ukladu
Slonecznego.

Na poczatek jednak nalezalo odpowiedziec na pytanie, gdzie
wlasciwie znajduje sie ksenon w tych meteorytach. Wszystko
wskazywalo na to, ze w weglu, który moze w nich wystepowac
w duzych ilosciach. No, ale gdzie - dokladniej? Nastapila seria
imudnych prac majacych na celu wyodrebnienie frakcji wegla
zawierajacej ksenon. Najwiecej materialu dostarczyl bogaty w wegiel
meteoryt Allende, który w 1969 r. spadl w Meksyku. Wedlug
slów Lewisa, koncowe usuwanie wegla pozbawionego ksenonu
doprowadzilo do gwaltownej zmiany wygladu próbki: stala sie
ona biala! Ostateczne precyzyjne badania tajemniczego proszku,
wliczajac w to obserwacje dyfrakcjielektron6w na jego ziarnach, daly
niezwykly wniosek: sa to mikroskapijne diamenty!

Hipoteza jest nastepujaca. Prawdopodobnie pyl diamentowy
powstaje z gazu wyrzuconego przez czerwone olbrzymy - krysztaly
kondensuja sie wprost ze stanu gazowego w obszarze, gdzie panuje
wprawdzie wysoka temperatura, ale niemal zerowe cisnienie, a wiec
w warunkach dotychczas uznawanych za nie sprzyjajace "produkcji
diamentów". Ksenon HL powstaje p6zniej, mianowicie gdy gwiazda

.stanie sie supernowa, wtedy bowiem w tym kataklizmie powstaja
w ogóle najrózniejsze izotopy pierwiastków. Materia rozerwanej
gwiazdy dogania otoczke pylowa. i wtedy atomy m.in. ksenonu
grzezna w krysztalkach diamentowych. Recz jasna, grzezna tam
równiez inne domieszki, a tylko obecnosc ksenonu jest wzglednie
latwa do stwierdzenia. Tak wiec pyl diamentowy z osobliwym
ksenonem bylby namacalna. pozostaloscia po eksplozji jakiejs
gwiazdy. To jej resztki mogly nastepnie wejsc w sklad materii,
z której powstal Uklad Sloneczny wraz z meteoroidami "typu
Allende" . Mogloby z tego wynikac, ze szczypta pylu diamentowego,
otrzymana z takim trudem przez Lewisa i jego grupe, jest materia
uformowana. dawniej niz Uklad Sloneczny.
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=> an+1 = -----

2an-1 - an
- Oj, dokladnie nic nie widac! A moze
tak?

Nastepnego dnia, wieczorem:
- Srednia ary~me~clna i geometryczna sa
Iwiazane z pojeciem ciUU arytmetycznego
i geometrycznego nastepujac" formula:

(**) 4n = 'red(4n-lt 4n+1)'

Ciagi arytme~czne i geometryczne S"
opisane; wiadomo, jak wygl~aj". A czy
jest co, takiego, jak ciag harmoniczny?

- Oczywiscie, ciag {;}.
- Ale csy on spelnia (**)?
- Tak. Latwo sprawdzisz, ze tak jest
~wi<:zenie. Sprobujmy opisac wszystkie
ciagi harmoniczne, tzn. ci"gi {4n}
spelniajace (**), gdzie srednia to srednia
harmoniczna.
- Chyba trzeba zaczac rachowac; wyrazic
4n+1 za pomoca wczesniejszych

2

- Oj, a08~a~y ~o na p6'niej -po co
ciagle ~abog6ln~cl Popa~rs lepiej na
~o:bednia geome~rycana i harmonicsna
licab p, q 1_"na lewo od srodka
odcinlta pq. Csy kaida srednia ma ~e
wlasnosc?

- Eee ... chyba nie. O, patrz;
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(1)

(2)

(3)

- To wygl~a jak cia,g arytmetyczny.
Popatrz!

Od przypadku dyskretnego do ciaglego

Jezeli at,a2, ... , a" sa liczbami dodatnimi, to wyraienia
n

H,,(at, ... ,a,,) = t t t '-+-+ ...+-al..(l.2 (Ja

G,,(at, ... , a,,)= (at' a2 ..... aB)f. ,

at +a2+...+a"
A,,(at, ... ,a,,) = -------. n

nazywamy odpowiednio srednia: harmoniczna, geometryczna
i arytmetyczna liczb at, ... ,a".

.!Ja = l
l [1 l]'-+1---
(12 (12 (11

l
l [1 l]'-+2 ---

a2 (12 (11
l

~+3 [~-~]'a2 a2 al

czyli

- Wygla,da na to, ze cia,gi "kwadratowe"
sa, pierwiastkami cia,g6w arytmetycznych
~wiczenie. Dla innych srednich pewnie
bedzie tak samo. Cos mi sie widzi,
ze w "przyrodzie" jest tylko jedna srednia
- srednia arytmetyczna i tylko cia,gi
arytmetyczne. Wszystko inne jest tylko
wariacja, na ten temat.
- Moze niezupelnie - ale cos w tym jest .

2a~ = a~_l + a~+1'

a~+1 = 2a~ - (I~-l ,

a to przypomina poprzednia zabawe:

as= v'a~ + (a~ - aV ,

a. = v'a~ + 2(a~ - an,

al) = v'(I~ + 3«(I~- an,

- Oczywiscie: ciagi harmoniczne sa,
odwrotnosciami cia,g6w arytmetycznych
..!wiczenie! (Niech nauczyciele gnebia,
uczni6w sprawa, zer w mianownikach.)
Wszystkie sa, zbiezne do zera~wiczenie!
- Oj, nie wszystkie, ale to tez zostawmy
nauczycielom. Ciekawe, czy dla innych
srednich w (**) otrzymamy jakies
modyfikacje ciagu arytmetycznego
~wiczenie?

- Po tej wczorajszej zabawie spojrzalem do
Encf/klopedii Szkolnej i tam poza srednia,
arytmetyczna, geometryczna i harmoniczna
jest jeszcze srednia kwadratowa:

Jp2 +q2sred%2(p,q)=, --2-'
spr6bujmy zatem dla niej. To chyba
nietrudne:

Jaroslaw GÓRNICKI

(4)

Analogiczna do wzoru (4) jest w "przypadku ciaglym" nierównosc
b

b - a ~ finJ(",)d",
min I(x) ~ b ~ e" ~

"'E[a,bl f tJ(",) dxa
b

. ~ -b l f I(x) dx ~ max I(x).- - a "'Ela,bl
a

Miedzy tymi wielkosciami ma miejsce zaleznosc:

min(at, ... ,a,,) ~H,,(at, ,an) ~ Gn(at, ,an) ~

~ A,,(at, , an)~ max(at, ,an).

Zostala ona sformulowana w przypadku dyskretnym.

G (a a ) = eA ••(ina1'oo"in a••)" t, .. ·, " .

Zatem srednia geometryczna funkcji1 jest liczba:
b

~ f inJ(:J:)d:J:

G(fja, b) = e

Miedzy wzorami (1) i (3) dostrzegamy zaleznosc:

l = An(~'~' ... ,2-),at a2 an

wiec srednia harmoniczna funkcji1 nazywamy liczbe
b-a

H(fja,b) = -b--
f Jl",) dxa

Zdefiniujemy analogiczne srednie dla funkcji ciaglejI: !a,bl- R+.
Srednia arytmetyczna funkcji1okreslimy uog6lniajac wz6r (3)
w nastepujacy sposób:

" b

A(fja,b):= lim .!:. '" I(a+i' b-a) = -b l !1(X)dX.n-+oo n LJ n - a
i=t a

Korzystajac z wlasnosci funkcji logarytmicznej mozna latwo
zauwazyc zwiazek:

ln(Gn(at, ... ,an)) = A,,(ln at, lna2,"" lnan) ,
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