
Diabel w lustrze

Lecaca nrua w kazdl/mmomenciejen w jakimi miejacu. Ale lico", w nim jest, wiec nie
ponuza lie.

KretencZl/k twierdzi, ze WIZl/ICl/ KretencZl/cl/ klamia. GZl/ moznamu wierZl/c?

Jelli zbi6r X Iklada lie z takich element6w, kt6renie Iq Iwoimi elementami, toCZl/ lam
jelt ,woim elementem?

Pierwsze z zacytowanych zdan pochodzi zV wieku p.n.e., ostatnie z konca
XIX wieku. Kazde z nich formuluje jakas aporie, czyli trudnosc. Zdan tego
rodzaju, to znaczy glupich pytan, na które nie sposób odpowiedziec inaczej niz
odczep lie, historia ludzkiego myslenia naprodukowala bez liku. I na ogól sluzyly
one do intelektualnego przekomarzania sie. Chyba ze trafialy na zbyt ambitnych.

Grupa zawodowa, do której mam zaszczyt sie zaliczac, od samego powstania
byla zbyt ambitna. Juz sama nazwa MATEMATYKA zawiera w sobie
niewiele skromnosci (pochodzi od greckiegomathema, co oznacza umiejetnosc;
mathein oznacza uczyc sie). Blizsze przyjrzenie sie ogólnym zamierzeniom
przyswiecajacym jej narodzinom stawia sprawe jeszcze bardziej jednoznacznie
- miala to byc wiedza pewna, w odróznieniu od innych nauk (nawet podzial na
nauki scisle i rozwiazle okazywal sie byc ztyt malo podkreslajacy wyjatkowosc
matematyki). A jako wiedza pewna nie mogla dopuscic do tego, by chociazby
naj glupsze pytanie dotyczace jej dziedziny pozostalo bez calkowicie jednoznacznej
odpowiedzi.

Jakajest rada na pojawianie sie aporii, zeby nie powiedziec wprost: paradoksów?
Jest nia uscislenie czy, jak kto woli, rygoryzacj a pojec i metod. Oba te slowa
niosa, co prawda, w sobie zapowiedz kleski - pierwsze sugeruje ciasnote,
a drugie sztywnosc - ale program uscislenia, rygoryzacji czy, jak mówiono, dania
matematyce solidnych podstaw, pod koniec ubieglego stulecia (gdy paradoksów
namnozylo sie bez liku) uznano za wazny i przez ponad pól wieku realizowano go
z wielkim nakladem sil i srodków.

Ustalono, co to jest teoria (mianowicie: zbiór zdan zamkniety ze wzgledu na
wnioskowanie), ustalono, co to jest zdanie (wyrazenie zbudowane zgodnie
z zamknieta lista regul i w okreslonym jezyku), ustalono, co to jest jezyk itd.
Potem powiedziano, ki~dy teoria jest dobra teoria. Ma ona w tym celu byc
przede wszystkim niesprzeczna (z dwóch przeciwnych zdan co najwyzej jedno
ma byc jej twierdzeniem), ma byc zupelna (z dwóch przeciwnych zdan co
najmniej jedno ma byc jej twierdzeniem), ma byc kategoryczna (jej modele,
czyli te obiekty, do których pasuje, maja miec identyczna budowe), ma tez
byc rozstrzygalna (czyli musi istniec sposób na stwierdzenie w skonczOl~ej
liczbie kroków, czy dane zdanie w jej jezyku jest twierdzeniem, czy nie). Byly
i inne warunki, ale i tych bylo dosyc na to, by po pewnym czasie matematycy
przekonali sie, ze dla takiej np. arytmetyki (zwyczajnych liczb rzeczywistych)
zadnego z tych warunków nie da sie udowodnic (Godei, Skolem, Lowenheim).
Przez "drobna modyfikacje" warunków gry (uzycie teorii drugiego rzedu) zdolano
jedynie zapewnic arytmetyce liczb rzeczywistych kategorycznosc. Inne chwyty
pozwolily zapewnic tejze arytmetyce niesprzecznosc (Gentzen). Wiadomo,
arytmetyka liczb rzeczywistych jest tak powszechnie stosowana, ze mozna
dopuscic sie wielu "innowacji" , by obronic jej dobre imie.

Z innymi jednak obiektami zainteresowan matematyki nie poszlo juz tak latwo.
Oczywiscie, byly teorie, które spelnialy wszystkie zadane warunki (specjalnie
w tym celu je wymyslono), ale klopot byl ze znalezieniem dla nich sensownego
zastosowania gdziekolwiek. Byly jednak i takie, które nie dosc, ze byly zle, to
jeszcze nie bardzo bylo wiadomo, jak je poprawic.

Najbardziej donioslym przykladem jest teoria mnogosci, która (na domiar
zlego) sama zostala powolana do zycia (Cantor), by umozliwiac uscislanie
innych, bardziej z codzienna praktyka zwiazanych teorii matematycznych.
Po pierwszych, zrozumialych w nowo tworzonej dyscyplinie, trudnosciach w
ustaleniu sposobu, w jaki mozna bez popadania w sprzecznosci mówic o zbiorach
przed jej twórcami stanely pytania, w jakie wlasnosci stworzone wlasnie zbiory
nalezy wyposazyc. Wydawalo sie, ze sprawe da sie bezkonfliktowo rozwiazac,
bo przeciez mozna bylo sie zgodzic na kazde, nie prowadzace do absurdów
rozwiazanie. I wtedy okazalo sie, ze rozwiazan nie prowadzacych do absurdów
nie ma.

W Delcie 2/1992 P. Grzegorzewski pisze o problemie wyboru reprezentacji dla
pewnej klasy zbiorów. Przez reprezentacje rozumie taki nowy zbiór, w którym
kazdy z wyjsciowych zbiorów ma swojego reprezentanta i rózne zbiory maja
róznych reprezentantów. I przytacza twierdzenie Hal1a, które mówi, kiedy
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Jak przekroczyc
predkosc swiatla?
Piotr HAJLASZ

Opiszemy cztery sposoby przekroczenia
predkosci swiatla. Nie beda to,
"oczywiscie" , wszystkie mozliwe metody.

No, ale przeciez teoria wzglednosci mówi,
ze predkosci swiatla nie mozna pokonac.
Czy tu nie ma jakiejs sprzecznosci?
Oczywiscie, sprzecznosci nie ma, mimo ze

sposoby na przekroczenie predkosci swiatla
beda autentyczne, to znaczy, poza jednym

przykladem (pierwszym), predkosc swiatla
zostanie pokonana naprawde i nie bedzie
to zadne zludzenie wynikajace ze zlej

interpretacjj naszych obserwacji. Pozorna
sprzecznosc z teoria wzglednosci bierze sie
stad, ze zwykle nie precyzuje sie, co nalezy
rozumiec przez niemoznosc przekroczenia

predkosci swiatla. No, ale nie uprzedzajmy
wypadków. Wytlumaczenie paradoksów
podamy na koncu.

Oto pierwszy sposób.
Pod koniec lat siedemdziesiatych
astronomowie obserwujac fale radiowe
wysylane przez radiogalaktyke 3C120
zauwazyli w niej "oblok", który

przemieszcza sie ze spora predkoscia
katowa. Mnozac predkosc katowa
poruszajacego sie obloku przez
odleglosc od Ziemi otrzymali predkosc
liniowa, która, ku ich oslupieniu,

wynosila 2,1 predkosci swiatla.

Podobne paradoksalne predkosci
zaobserwowano w kilku kwazarach.

W kwazarze 3C279 znaleziono nawet

obiekt poruszajacy sie z predkoscia
dziesieciokrotnie przewyzszajaca predkosc
swiatla! •

Zanim jedIl,.ak wytlumaczymy, w jaki
sposób mozemy obserwowac t.ak
paradoksalne predkosci, przejdzmy do
nastepnego sposobu.

Kiedy obserwujemy koliscie rozchodzace

sie fale na wodzie (np. po rzuceniu
kamieniem), to zwykle patrzymy na grzbie
jednej z fal i obserwujemy predkosc, z jaka
on sie przesuwa. Sklonni jestesmy uznac
ja za predkosc fali. Tak zdefiniowana
predkosc nosi nazwe predkosci fazowej.
Definicja ta odnosi sie nie tylko do
fal na wodzie, ale równiez np. do fal
elektro magnetycznych.

Jesli jednak wyliczymy predkosc fazowa
w ziemskiej jonosferze fal wysylanych

przez nadajniki TV (czestotliwosc
rzedu 100 MHz), to okaze sie, ze jest ona



wieksza niz c! A wiec czyzby fala
elektromagnetyczna poruszaja;ca sie
w osrodku mogla miec predkosc wieksza,
niz predkosc swiatla w prózni?

A teraz trzeci sposób. Wyobrazmy
sobie, ze w srodku kulistego ekranu
o promieniu 300 000 km znajduje sie laser
mogacy sie obracac.

PLAMKA

Jesli teraz w ciagu pól sekundy obrócimy
laser o3600, to poniewaz swiatlo rozchodzi
sie z predkoscia 300 000 km/s, wiec jeszcze
przez pól sekundy punkcik na ekranie nie
drgnie.

PLAMKA

Tak wyglada przefjtrzenne rozmieszczenie
fotonów po pelnym obrocie lasera. Strzalkami
zaznaczono kierunki przemieszczania sie
fotonów.

Lecz po calej sekundzie (od chwili
ruszenia lasera) swietlny punkcik zacznie
sie przesuwac po ekranie z zawrotna
predkoscia, tak ze w ciagu pól sekundy
wykona pelny obrót.

PLAMKA

Chwilke pózniej. Poniewaz promien przesuwa
sie - w kierunku zaznaczonym strzalkami
- z predko~cia. c, wiec widac, ze predko~c
plamki musi znacznie przekroczyc c.
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jest to mozliwe. Gdybysmy jednak zalozyli, ze zbiory, z kt6rych wybieramy
sa rozlaczne, to wybór reprezentacji bylby chyba zawsze mozliwy. Nic wiec
dziwnego, ze mozliwosc utworzenia na tych oslabionych wa:~u~kach reprezentacji
dowolnej rodziny zbior6w zostala uznana przez Ernsta Zermelo, który
porzadkowal nowa teorie, za calkowicie dopuszczalna wlasnosc. Zyskala ona
nazwe pewnika wyboru (dobra nazwa - chodzi przeciez o utworzenie organu
przedsta wicieiskiego ).

Niestety, matematycy maja te paskudna ceche, ze bez przerwy dowodza
jakichs twierdzen i stawiaja sobie wszelkie pytania, jakie im przyjda do glowy.
W ramach wlasnie takiej nadgorliwosci Banach i Tarski udowodnili, ze
poslugujac sie pewnikiem wyboru mozna kule podzielic na piec czesci, z których
mozna zlozyc dwie kule takie, jak wyjsciowa. Nie wszystkich pojawienie sie
tak rewelacyjnej mozliwosci ucieszylo - nie jest najlepiej, gdy dyscyplina,
która uprawiamy, traci wyraznie kontakt z rzeczywistoscia; pojawia sie
obawa, ze niewybredne anegdoty o scholastykach i inne uwlaczajace opowiesci
o uczonych pasuja do nas zbyt dokladnie. Mozna wiec bylo odrzucic pewnik
wyboru i uprawiac matematyke bez jego pomocy. Niestety jednak jablka
z drzewa wiadomosci dobrego i zlego nie da sie wypluc - w miedzyczasie
stwierdzono, ze (jesli chce sie postepowac scis1e) bez pewnika wyboru nie mozna
udowodnic np. równowaznosci definicji ciaglosci Heinego (to ta ze szkoly - za
pomoca ciagów) i definicji Cauchy'ego (to ta z epsilonem i delta). A przeciez
takie rozdwojenie ciaglosci byloby paranoja.

Byla jeszcze nadziej a, ze inne naturalne zalozenia przyjmowane o zbiorach
zdecyduja za nas - okaze sie, ze przyjecie badz odrzucenie pewnika wyboru jest
wymuszone przez inne potrzebne wlasnosci. Niestety, i ta nadzieja zawiodla. W
1963 roku Paul Cohen udowodnil, ze zarówno przyjmujac pewnik wyboru, jak
i go odrzucajac, nie otrzymamy sprzecznosci z pozostalymi aksjomatami teorii
mnogosci, zaproponowanymi przez Zermelo. W ten sposób cala odpowiedzialnosc
za to, jaka bedzie matematyka, musza na siebie wziac matematycy. Niby bylo
to i tak oczywiste, ale nikt sie nie spodziewal, ze jest az tak duza dowolnosc w
tworzeniu matematyki.

Wynik Cohena byl wielkim osiagnieciem podstaw matematyki, ale
- paradoksalnie - znacznie obnizyl range podstaw. Skoro nie mozna sie od tej
dyscypliny dowiedziec niczego decyduj acego, a tylko poznawac glab dowolnosci,
to moze lepiej tego nie robic.

Juz od paru stuleci matki przestrzegaja swoje córki, by zbyt dlugo nie
przypatrywaly sie sobie w lustrze - po pewnym czasie mozna w lustrze dojrzec
diabla. A matematycy nie sluchali, przygladali sie sobie naj dokladniej , jak
umieli, i teraz wiedza, ze tego, czego dowiedziec sie chcieli, dowiedziec sie nie
mozna.

Marek KORDOS

Jak zarobic milion dolarów?

Kazdy wie, jak zaprzeczyc implikacji. Mianowicie, zdanie-.(p -+ q) równowazne
jest zdaniu p./\ -.q. Regula ta jest bardzo czesto wykorzystywana przy dowodach
nie wprost.

No, dobrze. Zobaczmy, jakie wnioski z niej wynikaja. Wezmy takie oto zdanie:
"Jesli bede mial milion dolarów, to zjem Slonce".
Bzdura, jakich malo! A wiec prawdziwe jest zaprzeczenie tego zdania, czyli
poslugujac sie regula zaprzeczenia implikacji wnioskujemy, iz prawdziwe jest
zdanie:

"Bede mial milion dolarów i nie zjem Slonca" .
A wiec prawda jest, ze bede mial milion dolarów! Nigdy nie widzialem prostszego
sposobu zrobienia majatku. A moze cos jest nie tak z naszym rozumowaniem?
Istotnie. Niestety, popelnilismy blad. Uznalismy bowiem, ze poczatkowe zdanie
jest ewidentnym falszem. A przeciez zdanie to w odniesieniu - jak sadze - do
wiekszosci Czytelników ma postac

Bede mial 106$ ~ zjem Slonce'-v-' ~
fa.lsz raisz

A takie zdanie - z falszu wynika falsz - zawsze jest prawdziwe - jak widac,
czasami wbrew naszej intuicji. Jak sie jednak dobrze zastanowic, to czesto sami
uzywamy podobnych zdan w mowie potocznej. Na przyklad:
"Predzej mi kaktus wyrosnie na dloni niz zarobisz milion dolarów" .

Piotr HAJLASZ



Paradoksy Olbersa

Jeden z podstawowych postulatów kosmologii, tzw. zasada kopernikowska,
glosi, ze Wszechswiat ogladany z dowolnego miejsca wyglada srednio
tak samo. Ta bardzo naturalna i bogata w skutki zasada, zastosowana
bezposrednio do naszego Wszechswiata, prowadzi jednak natychmiast
do tzw. paradoksu Olbersa. Jest on formulowany w dwóch wersjach:
fotometrycznej i grawitacyjnej (zwanej tez grawitacyjnym paradoksem
Seeligera) .

Wersja fotometryczna mówi, ze skoro na mocy zasady kopernikowskiej
gestosc przestrzenna gwiazd jest wszedzie srednio taka sama, to cale
niebo powinno swiecic nieskonczenie jasno. Wyobrazmy sobie bowiem
gwiazdy znajdujace sie w malym kacie brylowymdw w odleglosci od
nas zawartej miedzy r a r+ dr. Ich liczba w tak okreslonym elemencie
objetosci jest proporcjonalna do r2drdw. Oswietlenie na Ziemi dawane
przez kazda gwiazde jest proporcjonalne dor-2, zatem oswietlenie
dawane przez gwiazdy z tego elementu objetosci od odleglosci juz nie
zalezy i jest proporcjonalne do drdw. Wynik sumowania (calkowania)
po nieskonczonej objetosci Wszechswiata jest wobec tego nieskonczony.
W naszym rozumowaniu milczaco traktowalismy gwiazdy jak punkty.
W rzeczywistosci sa one widoczne jako wprawdzie bardzo male, ale tarczki
i dlatego przy równomiernym wypelnieniu przestrzeni przez gwiazdy
patrzac w dowolnym kierunku powinnismy widziec powierzchnie gwiazdy.
Oswietlenie na Ziemi byloby wtedy skonczone, ale cale niebo powinno
swiecic z jasnoscia powierzchniowa przecietnej gwiazdy. Tymczasem niebo
jest jednak czarne! Tu uwaga: nie oznacza to, ze z fragmentów nieba
pomiedzy gwiazdami nie dociera zadne promieniowanie, a tylko, ze tego
promieniowania jest tak malo, ze niebo widzimy tam jako czarne.

Odrzucenie zasady kopernikowskiej byloby z wielu powodów niekorzystne
dla przyrodoznawstwa, dlatego od samego poczatku próbowano znalezc
sposób na wybrniecie z tej sprzecznosci. Taka próba byla np. hipoteza
Wszechswiata hierarchicznego. Postulowalo sie mianowicie, ze gwiazdy
grupuja sie w galaktykach, galaktyki w gromadach galaktyk, gromady
galaktyk tworza zgrupowania wyzszego rzedu itd. W modelu takim
gestosc przestrzenna gwiazd obliczana dla coraz wiekszych obszarów
bylaby coraz mniejsza, poniewaz w objetosci zawierajacej strukture
wyzszego rzedu zawsze bylyby zawarte gwiazdy o gestosd odpowiadajacej
strukturom poprzedniego rzedu plus próznia miedzy nimi. W rezultacie
dla Wszechswiata nieskonczonego gestosc gwiazd dazylaby do zera,
a wiec niebo mogloby byc czarne. Problem grupowania sie galaktyk jest,
co prawda, do dzis istotny dla astronomii, ale fotometryczny paradoks
Olbersa stracil znaczenie, a przyczyna stalo sie odkrycie ucieczki galaktyk.
Mianowicie, nawet gdyby gwiazdy wypelnialy przestrzen równomiernie,
wskutek ich dopplerowskiego poczerwienienia (obnizenia energii kwantów
swiatla) i ekspansji calego Wszechswiata (obnizenia gestosci kwantów)
oswietlenie dawane przez gwiazdy z odleglosci r spadaloby z jej wzrostem
gwaltowniej niz r-2• Sumowanie (calkowanie) oswietlen ze wszystkich
odleglosci (do nieskonczonosci) daloby wtedy wynik skonczony, a wiec, byc
moze, niebo byloby czarne.

Wersja grawitacyjna paradoksu jest subtelniejsza, a trudnosci sa innego
typu. Gdyby mianowicie Wszechswiat mial byc, nieskonczony i równo
wypelniony materia, to z kazdego kierunku powinnismy odczuwac
nieskonczone przyciaganie grawitacyjne. Tu mozna by powiedziec, ze skoro
z kazdego kierunku, to nie ma problemu, bo wszystko sie znosi. Nie jest
to jednak takie proste, bowiem moglyby sie tak znosic oddzialywania
dowolnie silne, byle skonczone, natomiast w ogóle nie wiadomo, czy-00
i +00 moga sie jakkolwiek kasowac. Na szczescie stalo sie to równiez
nieistotne po odkryciu ekspansji Wszechswiata oraz tego, ze grawitacje,
tak naprawde, opisuje nie prawo Newtona, lecz równania Einsteina.

Tomasz KWAST
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, }A:ozemywiec z latwoscia obliczyc
predkosc, z jaka bedzie sie przesuwal ów
punkcik:

2'11'·300000 km/O, 5 s> 12c.

A wiec predkosc swiatla zostanie
przekroczona ponad 12 razy! Gdyby
wziac ekran o jeszcze wiekszym promieniu
badz obrócic laser z wieksza predkoscia,
to moglibysmy otrzymac dowolnie duza
predkosc poruszania sie swietlnego punktu
po ekranie.

I wreszcie ostatni sposób. Sposób ten
bedzie najprostszy. Do zrozumienia jego
nie bedzie potrzeba zadnych wiadomosci
z fizyki i dzieki temu bedzie tutaj
najbardziej widoczne, dlaczego nie
prowadzi on do sprzecznosci z teoria'
wzglednosci.

Nieraz wystawy sa ozdabiane rurkami,
wewnatrz których znajduja sie zaróweczki
- jedna obok drugiej. Zaróweczki te po
kolei zapalaja sie i gasna, dzieki czemu
odnosimy wrazenie, jakby wewnatrz rurki
przesuwal sie swietlny punkt.

Wyobrazmy wiec sobie nastepujace
doswiadczenie. Ustawmy' zaróweczki
jedna obok drugiej w odstepach 1 cm na
odcinku o dlugosci 1 000000 km, przy
czym tak podobierajmy czasy zapalania sie
zaróweczek, ze kolejna zaróweczka zapala
sie o 10-11 s pózniej niz poprzednia.
Poniewaz mamy akurat1011 zaróweczek,
wiec ostatnia zapali sie o sekunde pózniej
niz pierwsza. Obserwator bedzie wiec
widzial punkt swietlny, który pokona
odleglosc miliona kilometrów w ciagu
jednej sekundy, a wiec ponad trzykrotnie
przekroczy predkosc swiatla!

Ale czy to przeczy teorii wzglednosci?
Oczywiscie, ze nie, gdyz poruszaniu sie
swietlnego punkcika tak naprawde nie
bedzie towarzyszyl zaden rzeczywisty ruch.
To jest tylko zludzenie. Zadna czastka,
zadna fala, zadna informacja nie biegnie
wraz z tym punktem.

Teoria wzglednosci mówi, ze jesli
w punkcie A zaszlo jakies zjawisko,
to zaden efekt tego zjawiska, zadna
informacja o nim nie dotrze do punktuB
z predkoscia wieksza niz c. A wiec nie
mozemy wyslac z punktuA do punktu B
zadnej czastki, zadnej fali z predkoscia
wieksza niz c. Natomiast teoria
wzglednosci nie eliminuje innych sposobów
pokonania predkosci swiatla, takich jak
chocby opisane w powyzszych przykladach.
I choc poza pierwszym przykladem (tym
z galaktyka) przekroczenie predkosci
swiatla nastapilo naprawde, to jednak
uzasadnione wydaje sie nazwanie



tych sposobów pozornymi, uznajac w ten
spos6b, ze przez przekroczenie predkosci
swiatla rozumie sie to, co ten termin
oznacza w teorii wzglednosci.

Przeanalizujmy teraz powyzsze cztery
sposoby - od ostatniego do pierwszego
- aby sie przekonac, ze rzeczywiscie nie
prowadza one do sprzecznosci z teoria
wzglednosci.

Spróbuj wykryc bledy
Robert HAJLASZ
l. Rerozwiazan ma r6wnanie
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Rozwiazanie.
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2. Dla jakiej warto/ci parametru a uklad r6wnan

{ 1/ - Z2 = 31/2 + z2 = a

ma do1dadnie jedno rozwiazanief

y=( l..)x16

Tymczasem

Mozna dowiesc, ze dane równanie ma dokladnie trzy rozwiazania:i,A, 4'-
Bledny byl wykres. Powinien on wygladac tak:

Rozwiazanie.
I sposób
Przypuscmy, ze dla pewnej wartoscia uklad ma dokladnie jedno
rozwiazanie (z,I/). Wtedy otrzymujemy nastepujace zdania prawdziwe

1/2 + 1/ = 3 + a,

1/2 + 1/ - (3 + a) = O.

Skoro jest tylko jedno (z, 1/), wiec jest tylko jedno 1/. A jezeli tak, to musi byc
.6 = 0, czyli

Predkosc fazowa (predkosc strzalki) moze byc
znacznie wieksza od predkosci calej paczki
falowej (predkosc krzyzyka) .

Ostatni sposób juz przeanalizowalismy.
Przyklad poprzedni (ten z laserem) jest
dokladnie tej samej natury, co przyklad
z zaróweczkami. Jedynie tylko to,
ze doswiadczenie jest troche bardziej
skomplikowane, moze wywolac wrazenie,
ze przyklad ten jest bardziej subtelny.

Przejdzmy teraz do omówienia przykladu
z fala elektromagnetyczna. Zastanówmy

. sie, czy to, ze predkosc fazowa fali jest
wieksza niz c, rzeczywiscie oznacza, ze fala
porusza sie z predkoscia wieksza niz c,
to znaczy, czy fala ta przenosi informacje,
energie ... z predkoscia wieksza niz c?

Ponizszy rysunek pokazuje, ze rzeczywista
predkosc "paczki falowej" moze byc
mniejsza od predkosci fazowej.

Otóz, cala informacja, energia ... porusza
sie z paczka falowa, a wiec prawdziwa
predkosc, z jaka porusza sie fala,
to predkosc calej paczki falowej, a ta jest
juz zawsze nie wieksza niz c. Predkosc ta
nazywa sie predkoscia grupowa.

Pozostal teraz juz tylko jeden paradoks do
wytlumaczenia - ten z galaktyka.

1+ 4(3 + a) = 0,
13

a= -"4'
Zatem wykazalismy, ze jesli istnieje a, przy którym uklad ma dokladnie jedno
rozwiazanie, toa = -13/4. Innymi slowy, wykazalismy, zea = -13/4 to jedyny
kandydat na wartosc parametru a, przy którym uklad ma dokladnie jedno
rozwiazanie. Czy kandydat "przejdzie", przekonujemy sie przez sprawdzenie.
Podstawiajac a = -13/4 do równ~nia 1/2 + z2 = a dostajemy sprzecznosc.

Odpowiedz: Dla zadnej.
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II spos6b

I spos6b

Odpowiedz: Dlaa = 9. Wtedy jedynym rozwiazaniem jest para (0,3).

Otóz, z rysunku widac, ze fotonFi
wyprzedza w "pionie" fotonF2 o 0,2 roku
swietlnego, podczas gdy róznica ich
wspólrzednych w p.oziomie wynosi 0,4 roku
swietlnego.

Po uplywie milionów lat, gdy fotony dotra
mi. Ziemie, najpierw dotrze fotonFi,
a po uplywie 0,2 roku dotrze fotonF2•

Natomiast my bedziemy obserwowali,
ze dotarly one z punktów w przestrzeni
odleglych o 0,4 roku swietlnego. Stad
otrzymamy predkosc poprzeczna 2c,
podczas gdy tak naprawde jest ona równa
"zaledwie" 0,4 c.

F,

Niech w chwili t = ° oblok znajduje
sie w punkcie A. Wysyla on wówczas
z tego punktu fotonFI w nasza strone.
W chwili t = l rok oblok znajduje sie
w punkcie B. Wysyla on wówczas z tego
punktu foton F:l w nasza strone.

Paradoks ten jest nieco innego rodzaju
niz trzy pozostale. Mianowicie, nie
mamy tutaj do czynienia z zadnym
przekroczeniem predkosci swiatla.
To, ze wydaje sie nam, iz jakis oblok
porusza sie z predkoscia wieksza niz c,
jest po prostu zla interpretacja danych
doswiadczalnych. Nie, nie twierdze, ze to
wynika z niedokladnosci pomiarów. To jest
cos znacznie bardziej subtelnego.

Oczywiscie, nikt nie wie, jak to jest
naprawde. Istnieje jednak hipoteza
bardzo ladnie tlumaczaca obserwowanie
takich predkosci. Wyobrazmy sobie,
ze obserwowany oblok porusza sie
z predkoscia 0,9 c pod katem 26:'6 do
prostej laczacej nas z oblokiem.

A

F

x

allllll + _1__ s.uu
allllll - (a) 3 + l

Odpowiedz: 2. (aS)~ = l + l = 2.

RozwialPlanie.
I spos6b

r 1+2+3+ ... +n r (1 2 3 l)n!..moo ----n-~--- = n!..moo n~+ n2 + n~+ ... +;; =
=0+0+0+ ... +0=0.

Gdy "rzecz dlieje sie w zbiorze liczb rzeclywistych" , wtedy oba sposoby sa zle.
Nie ma bowiem takiego rzeczywistegoa,ze a~+ a+ l = O. Gdy "rlecz dzieje
sie w zbiorze liclb zespolonych" , wtedy I sposób jest poprawny, II sposób zas
jest ily. Zly dlatego, ze wzór(zA:)' = zA:1 obowialPluje, przy zespolonymz, dla k,l
calkowitych. Wezmy np.k = 4, l = 1/4. Wtedy wzór sie "psuje". Istotnie

(i4)t = i4·t---- ~

(iiii) t. ;"-v-'
l

Odpowiedz: -1.
II spos6b

Zatem l = i. Sprzecznosc.

4. Oblicz lim l + 2 + 3 + ... + n .n-oo n2

II spos6b

lim 1+ 2 + 3 + ... + n = lim (1 + n)n = lim (~+!) = ! .n-oo n2 n-oo 2n2 n-oo 2n 2 2

I sposób jest bledny. II sposób jest poprawny. W sposobie I zastosowalismy

twierdlenie o granicy sumy. Twierdzenie to wolno stosowac. tylko wtedy, gdy
skladniki tej sumy sa zbiezne i liczba tych skladników jest stala. Tymczasem
u nas liczba ta rosnie wrazz n.

I/~ + 1/ - 12 = O,

li. = 49.

Wtedy 1/1= -4, I/~ = 3, ale 1/1 zostaje przez równanie 1/ - z~= 3 odrzucone
i lostaje tylko I/:l'

S. Wiedzoqc,ze a~+ a + l = O,obliczallllll + al~91'

Rozwiazanie.
Mnozac obie strony danej równosci przelamamy aS+ a~+ a= O, stad
aS=-(a~+a)=+I.----

-l

I sposób jest bledny, II sposób,jest poprawny. Blad w sposobie I pojawil sie,
gdy uznalismy, ze przy dokladnie jednym rozwiazaniu ukladu musi bycli. = O.

Otóz, nie musi. Istotnie, popatrzmy bowiem na rysunek. Widac, ze uklad ma
dokladnie jedno rozwiazanie, a mianowicie (0,3), natomiastli. ci O. No bo
obliczmy Ii..
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