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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsyla~ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n+ 4. Mozna nadsyla~ rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi~
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesyla~ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali odO do l z dokladnogcia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnogci danego zadania:WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, aN - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie cho~by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

Zadania z matematyki nr 239, 240
239. Dla danej liczby naturalnej n;:>: 3 wyznaczyc kres

dolny i kres górny wartosci wyrazenia
n

L akak + ak+1 + ak+2k=l

po wszystkich ukladach liczb dodatnich (al, ... ,an)j
przyjmujemy, ze numeracja jest cykliczna

(an+1:= a1,an+2:= a2)'

Redaguje Marcin E. KUCZMA
240. Znalezc wszystkie pary (x, y) spelniajace równanie

5y2 - 2x2 + 4xy - 23x - 27y + 12 = O,

w których x jest dowolna liczba calkowita, a y - liczba
pierwsza.

Zadanie 240 zaproponowal pan Marcin Wycislik
z Chorzowa.

gdzie

Rozwiazania zapan z matematyki z numeru 12/1991
Przypominamy tresc zadan:

281. Dowiesc, ze miary katów a, (3,'1 trójkata ostrokatnego
spelniaja nierównosc

yI3(sina + sin (3+ sin '1) :2: 2(cosa + cos(3+ COS'1)2.

231. Przyjmijmy, ze a2 {32 "I. Ozn~czmy: I{) = H{3 + "I),

.p = l({3 - "I). Wówczas

(1) i1l" ~ I{) ~ *11", '1{) 2 .p 2 0,

(cosa + cos{3+ COS"l)2- lv'3(sina + sin{3 + sin "I) =

(2) = (2 cosI{) cos.p - cos21{))2 - lv'3 (2 sin I{)(cos I{) + cos.p))

= ax2 - bx + c,

G(n, k) = (;k) g(n, k) ,

2k

f(n,k) - g(n',k) = L (2jk) (-I)j = (1- I)2k = O.
i=O

Zauwazmy, ze

Zatem

k

f(n, k) = L(;~),
;=0

gdzie

2k

f(n,k) + g(n,k) = L (2n = (1 + I)2k = 22k,
i=O

Stad f(n,k) = g(n,k) = 22k-1 i ostatecznie

F(n, k) = G(n, k) = 22k-1 (2nk) .

232. Oznaczmy pierwsza z podanych sum przezF(n,k), a
druga - przezG(n, k). Mamy równosc

(n)(n-2;) _ n! (n- 2j)!2; 2k-2; - (2j)!(n - 2j)! . (2k - 2j)!(n - 2k)!

n! (2k)! _ ( n) (2k)
(2k)!(n - 2k)! . (2j)!(2k - 2j)! - 2k 2; .

Podobnie sprawdzamy, ze

(n) ( n-2; -l) _ (n) ( 2k )2;+1 ~k-2;-1 - 2k 2j+1 .

Prawdziwosc tej nierównosci mozna udowodnic porównujac jej
lewa i prawa strone z wyrazeniem 3 -t - t2 :

(3 - t2)2 V(4) --- < 3 - t - t2 < 9 - 6t - 3t2 .3+t - -
Pierwsza z nierównosci (4) sprowadza sie latwo do postaci
t2 + t - 2 ~ 0, a druga - dot2 + 2t - 2 ~ O. Wobec oszacowan
(1) zmienna t przebiega przedzial(0;y2 - 1), w którym obie te
nierównosci sa spelnione. To konczy dowód.

k-1

"" ( " ) (,,-2j-l)6 2j+l 2k-2j-l
j=O

k

"" ( ,,) ( ,,-2j )L." 2j 2k-2j
j=o
n:2: 2k).

282 .•• Zwinac" sumy

(dla danych n, k E N,

a = 4 cos2I{) , b = 4 cos I{) cos 21{) + v'3 sin I{) ,

c = cos221{) - v'3 sin I{) cos cp , x = cos.p .

Dla ustalonych wartoscia, b, c trójmian kwadratowy T(x) =
= ax2 - bx + c jest funkcja rosnaca zmiennejx w przedziale
(xo; 00), gdzie

b 4cos I{)cos 21{) + 2 I-2cosl{)<
Xo = - < 2 = cos I{) + 2 _ cosI{) •2a 8 cos I{) 4 cos I{)

Teza zadania mówi, ze wyrazenie (2) przyjmuje wartosci
niedodatnie. Poniewazx = cos.p E (cosl{);I) C (xo;oo),
wystarczy wykazac, zeT(I) ~ 0, czyli ze

(3) a - b + c = (2 cos I{) - cos21{)) 2 - v'3 sin I{)(I+ cos I{)) ~ O.

Wprowadzamy zmiennat = 2 cos I{) - 1. Wówczas cosl{) =
= l (1 + t), cos21{) = 2 cos2I{) - 1 = l (t2 + 2t - 1), sin cp =
= VI - COS21{) = lY3 - 2t - t2 i dowodzona nierównosc (3)
przybiera po krótkich przeksztalceniach postac

(3 - t2)2 < V9 _ 6t _ 3t2 .3 + t -
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Zadania z fizyki nr 137, 138

Redaguje Jerzy13. BROJAN

137. Przez wnetrze cewki C przechodzi staly strumien ~ pola magnetycznego
wytworzonego przez magnes'staly lub - jak na rysunku - elektromagnes. Cewka
obraca sie ze stala predkoscia katowaw, nawijajac drut z bebnaB (i zwiekszajac w ten
sposób liczbe zwojów).' WoltomierzV jest dolaczony jedna koncówka slizgowa do
pierscienia P, a druga do drutu. Obliczyc wskazania woltomierza.

138. Dwie równolegle nici odlegle od sa napiete, kazda silaF. Do nki sa prostopadle
przymocowane jednorodne prety w odleglosci wzajemnejb, kazdy o masiem
i dlugosci l (rys.). Srodki pretów sa w polowie odleglosci miedzy nicmi. Obliczyc
predkosc fali torsyjnej wzdluz nici (fala ta polega na obrocie kolejnych pretów
w plaszczyznie prostopadlej do nici). Zalozyc, ze katy obrotu sasiednich pretów
niewiele sie róznia.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1991

Przypominamy tresc zadan:

1~9. Cienki jednorodny lancuszek o masie m i dlugosci l zostal zamocowany za jcdcn z kOl\c6w
w polu grawitacyjnym o natezeniug, Nadajemy mu predkosc katowaw wok6l pionowej
osi przechodzacej przez punkt zawieszenia, tak zew obracaj acYlll sie ukladzie odniesienia
lancuszek osiaga stan r6wnowagi. Jaka jest minimalna wartosc predkosci katowej, przy kt6rej
mozliwy jest stan r6wnowagi r6zny od zwisu pionowego? Wykazac, ze ta minimalna predkosc

katowa jest proporcjonalna doyI;;;i i obliczyc numerycznie stala proporcjonalnosci.

180. W dw6ch jednakowych naczyniach znajduje sie ta sama ilosc tego samego gazu o tej
salnej temperaturze poczatkowej; na zewnatrz naczyn jest próznia. Otwarto ulaly otworek
w kazdym naczyniu, tak ze gaz zaczal wyplywac, Otworki r6znia sie wielkoscia: w picrwszym
naczyniu otwór 1113 S:rednic~ llluiejsza od S:redlliej drogi swobodnej czasteczek, aw drugiln
llla §rednice znacznie wieksza od §redniej drogi swobodnej. Przez oba otworki WypU87.CZOllO

jednakowa ilosc gazu (w ciagu niejednakowego czasu), W kt6rym naczyniu gaz o?iehil sie
silniej? Doplyw ciepla z naczynia i z otoczenia pOluinac.

(3)

h

dh

+- .,.
r

, I , ,- -
I I

129. Zbadajmy ksztalt lancuszka i zmiennosc sily napiecia wzdluz niego, gdy znajduje sie on
w stanie równowagi w obracajacym sie ukladzie odniesienia (rysunek). Przy' przesunieciu o ds
wzdluz lancuszka w góre pionowa skladowaFh sily napiecia przyrasta o

(1) dFh=dm·g=pgds,

gdzie p = ~ Skladowa poziomaFr przyrasta zas o

(2) dFr = dm· aod •• = w2rdm =,pw2rds,

Dla wiotkiego lancuszka sila napiecia ma w kazdym punkcie kierunek styczny do niego, tzn.

dh = _Fh
dr Fr

(minus pochodzi stad, ze dr< 0, podczas gdyFh i Fr uwazamyza dodatnie). Wynika stad
procedura numeryczna pozwalajaca wyznaczyc dlugosc lancuszkal przy danych g, p, w

i danej odleglosci ro dolnego konca od osi obrotu, Wybrawszy odpowiednio maly krok ds
zaczynamy odFh = Fr = O w dolnym koncu, znajdujemy z równan(l) i (2) przyrosty dFh

i dFr, nastepnie obliczamy dh= dsFh/F i dr = -dsFr/F (gdzie F jest calkowita sila,

F = ../Fl + F?) i powtarzamy operacje tak dlugo, dopóki r nie osiagnie zera, Dlugoscl

mozna na'koniec obliczyc ze wzorul = Fh, W praktyce mozemy w tych rachunkach polozyc
gp

g = p = w = l, gdyz jest to równowazne wyrazeniu dlugosCi rll il w jednostkach g/w2, Analiza
numeryczna wykazuje, ze im mniejsze ro, tym mniejsza jest wyliczona wartosc I, przy czym dla
ro -+ O dazy ona do minimalnej wartosci 1,45... Przeksztalcajac

I Iw2
1,45 i::J -- =

g/w2 g

znajdujemy Wrn'n i::J Vl,45y i::J 1,201f,Proporcjonalnosc Wrn." do If (bez stalej)
mozna wyprowadzic szybciej z analizy wymiarowej, Analogiczne zadanie dotyczace punktu
materialnego zawieszonego na niewazkiej nici jest znacznie latwiejsze i wystepuje w wielu
zbiorach zadan - wspólczynnik przed pierwiastkiem jest wtedy równy 1.

130. Gdy otwór ma rozmiary znacznie wieksze od sredniej drogi swobodnej, wyplyw
gazu nastepuje wedlug praw mechaniki plynów, a rozklad predkosci czasteczek w gazie
wyplywajacym jest taki sam, jak wewnatrz naczynia, Gdy otwór jest mniejszy od sredniej
drogi swobodnej, czasteczki wylatuja "pojedynczo", przy czym wieksze prawdopodobienstwo
trafienia do otworu i wydostania sie maja czasteczki szybsze, Dlatego spadek energii
wewnetrznej (i temperatury) jest silniejszy przy wyplywie zadanej ilosci gazu przez mniejszy
otwór.
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