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Na cztery, a czasem na dwa

W 1852 roku Francis Guthrie - student Londynskiego University College
zaobserwowal (lecz nie potrafil tego udowodnic), ze kazda mape mozna
tak pomalowac czterema kolorami, aby sasiednie panstwa byly róznych
kolorów. Sasiednie, czyli takie panstwa, które stykaja sie wzdluz linii,
a nie w pojedynczych punktach.

Na rysunku 1 mamy przyklad mapy,
której nie mozna pomalowac trzema
kolorami (dlaczego?). Rys. l

Francis przedstawil swój problem bratu, który tez nie mogac poradzic
sobie z nim zapytal profesora, na którego wyklady uczeszczal. Wkrótce
potem wielu wybitnych matematyków zainteresowalo sie tym problemem,
lecz nikt nie potrafil go rozwiazac. Tak zrodzila sie slynna hipoteza
czterech barw.

Hipoteza ta zostala w koncu udowodniona w 1976 roku przez Kennetha
Appela i Wolfganga Hakena. Ich dowód wymagal uzycia komputera
do sprawdzenia wielu tysiecy bardzo skomplikowanych przypadków,
tylu, ze nie ma mozliwaki sprawdzenia tego dowodu za pomoca kartki
i dlugopisu - tak jak zwykli to czynic matematycy. Jest on po prostu
zbyt dlugi.

My zajmiemy sie teraz mapami, które mozna pomalowac dwoma
kolorami. Pokazemy, jak od reki mozna bez zastanowienia rysowac
bardzo skomplikowane mapy i miec pewnosc, ze da sie je pomalowac
za pomoca dwóch barw. Od reki ... , a raczej od jednego ruchu reki.
Udowodnimy mianowicie nastepujace twierdzenie

Jezeli w wierzcholkach schodzi sie zawsze parzysta liczba panstw, to taka
mape mozna pomalowac za pomoca dwóch barw ..

Jezeli na kartce papieru bez odrywania dlugopisu narysujemy dowolna
krzywa zamknieta z samoprzecieciami, przy czym jezeli podczas
rysowania bedziemy dbac o to, aby rysowana linia na zadnym odcinku
nie nachodzila na siebie, to otrzymamy mape spelniajaca zalozenia
twierdzenia.
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Rys.2e

Rys.2f

Kilka tak otrzymanych map pokolorowanych dwiema barwami, a wiec
w "szachownice" zdobi tu i ówdzie niniejszy numerDelty.

Przystapmy teraz do dowodu. Rozwazmy dowolna mape spelniajaca
zalozenia twierdzenia (rys. 2a). Nastepnie kazde ze skrzyzowan .
przykryjmy malym skrawkiem papieru (rys. 2b). Teraz linie urywaja
sie po dojsciu do brzegu papierków. Poniewaz liczba krzywych
dochodzacych do brzegu danego papierka jest parzysta, wiec mozemy
je polaczyc w pary. Polaczmy tak owe pourywane linie, aby sie nie
przecinaly (rys. 2c). Zróbmy to na jeden, dowolnie wybrany sposób
sposród wielu mozliwych. Otrzymamy uklad nie przecinajacych sie
krzywych zamknietych - takich zdeformowanych okregów. Latwo
zauwazyc, ze tak otrzymana nowa mape mozna pomalowac na dwa

kolory: dowolnie wybrane (nowe) panstwo malujemy jednym kolorem,
jego sasiadów drugim, sasiadów sasiadów pierwszym itd. Latwo
zauwazyc, ze nie dojdziemy do sytuacji, w której sasiednie panstw.
przyjdzie nam malowac tym samym kolorem. Po pomalowaniu usunmy
karteczki (rys. 2 d, e). Zostana niezamalowane fragmenty. Teraz
juz jest oczywiste, ze owe fragmenty mozna zamalowac we wlasciwy
sposób (rys. 2f).

Udowodnione przed chwila twierdzenie ma zastosowanie w teorii wezlów,
ale to juz calkiem inna historia.

Mala Delte przygotowal Piotr HAJLASZ
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