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Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 165 (WT=1,40) i 166 (WT=3,70)

z numeru 10/1993

Pl"zemysla.w Gwarys - Czqstochowa. 42,14

Andl"Zej Nowogrodzki - Chocian6w 34,04
Andrzej Borowski - Aleksandr. Kuj. 27,03

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terrninie do konca rniesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania

czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac hib z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan r. matematyki i z fizyki nalezy

przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub

Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od Odo l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznaC7,a sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Wetera.na..
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Uwaga:

Zadanie 174 zostalo wydrukowane w numerze 2/1994 z bledem: pominieto dane

dotyczace wartosci i kierunku predkosci poczatkowej planetoidy. Oto prawidlowa
tresc:

r

174. Planetoida o masie m = 50 ton znajduje sie w odleglosci r = 100 tys. km od

srodka Ziemi i leci z predkoscia v = 3 km/s pod katem Q = 10° do kierunku Ziemi

(rys.). Czy planetoida minie Ziemie, czy rozbije sie o jej powierzchnie? Czy porusza sie

po torze eliptycznym, parabolicznym czy hiperbolicznym? Promien Ziemi jest równy
6370 km.

Termin przysylania rozwiazan tego zadania zostaje przedluzony do

31 sierpnia br., a zaliczenie punktów za oba zadania 173 i 174 nastapi lacznie

(zatem z opóznieniem). Przepraszamy! W zwiazku z powyzszym w tym numerze

dajemy rozwiazanie tylko jednego zadania.

Rozwiazanie zadania z fizyki z numeru 2/1994

Przypominamy tresc zadania:

178. Porcje miesa o temperaturze +5°C wlozono do zamrazalnika, w którym temperatura
wynosi -lBoC, a jednoczesnie taka sama porcje miesa o temperaturze -IBoC przelozono

z zamrazalnika do komory lodówki (gdzie temperatura wynosi +5°C). Niech t1 oznacza czas,
po którym pierwsza porcja osiagnie temperature -15°C, a to - czas, po którym druga porcja
osiagnie temperature +2°C. Który z tych czas6w jest dluzszy i ile razy?

173. Mieso sklada sie 'glównie z wody, a duze cieplo wlasciwe wody i duze cieplo topnienia

usprawiedliwiaja pominiecie innych skladników. Obliczmy - na przyklad - czas oziebiania

porcji od +5° C do O°C przy temperaturze otoczenia -18°C. Przyjmujemy, ze tempo

przeplywu ciepla jest proporcjonalne do róznicy temperatur, a oznaczywszy stala

proporcjonalnosci przez a mamy równanie rózniczkowe

atT + 18)dt = -mcdT ,

gdzie T - temperatura w skali Celsjusza, t - czas, c - cieplo wlasciwe. Calkujac otrzymujemy

t = mc In (23) .a 18

Obliczenie czasu zamarzania nie wymaga calkowania - wynikiem jest t' = ~ ma (a - cieplo
18 a

topnienia). Nalezy jeszcze dodac czas oziebiania do -15°C i powtórzyc rachunki dla drugiej
porcji. Ostatecznie

t2 _ CI In ( ~) + t + Cw In ( ~)

t - I (23) .!L I (18)'l Cw n 18 + 18 + CI n 3

gdzie Cw - cieplo wlasciwe wody, CI - lodu. Podstawienie danych liczbowych daje rezultat

t2/tl l':j 3,09. Warto zauwazyc, ze zarówno w liczniku, jak i w mianowniku srodkowy wyraz

przewaza (najdluzej trwa zamarzanie lub rozmarzanie), czyli dosc dobrym przyblizeniem jest

t2/t1 l':j 18/5 = 3,6.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 2/1994
Przypominamy tresc zadan:

276. Wyznaczyc wszystkie funkcje rózniczkowalne I: R - R spelniajace warunki

I(!(!(x))) = I(x) ~ O dla wszystkich x ER.

276. Cieciwy AC i BD okregu o srodku O przecinaja sie w punkcie P. Okregi opisane na
trójkatach PAB i PCD przecinaja sie w punktach P oraz Q. Zakladamy, ze O, P, Q sa trzema
róznymi punktami. Dowiesc, ze kat OQP jest prosty.

Otrzymana sprzecznosc jest wynikiem przypuszczenia, ze f
nie jest funkcja stala. Stad odpowiedz: jedynymi funkcjami

spelniajacymi warunki zadania sa nieujemne stale.

Niech l bedzie prosta przechodzaca przez punkty plaszczyzny

(a, b) i (b, a). Dla x z prawostronnego otoczenia a punkty

(x,J(x)) wykresu funkcji f leza powyzej prostej l; zas dla x

z lewostronnego otoczenia b punkty (x, f( x)) leza ponizej l;

wynika to z równosci (2). Z drugiej strony, równanie (1)

pokazuje, ze funkcja f (zawezona do przedzialu J) jest funkcja

odwrotna do siebie samej, a wiec jej wykres jest symetryczny

wzgledem prostej y = x. Te dwie konkluzje wzajemnie sie

wykluczaja.

wobec czego a EJ.

Tak wiec J jest przedzialem domknietym (a;b); f(a) = b,

f(b) = a. Funkcja f osiaga w punktach a i b swoje wartosci

ekstremalne (na R) i w konsekwencji

(2) f'la) = O, f'(b) = O.

wobec czego b E J. Stad

f(b) = inf f(x) = infJ = a,
:LEJ

f odwzorowuje J na J, to zachodzi równosc

b = supJ = sup f(x) = f(a) < 00,
:LEJ

f+(a) = lim f(x) - f(a):L-a+ X _ a = 1

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

a = lim f(x) = f(a) E J,
.:r;-o.+

i wobec zalozenia rózniczkowalnosci pochodna f'la) bylaby

równa 1. Funkcja f przyjmowalaby wiec w lewostronnym

otoczeniu punktu a wartosci mniejsze od a, wbrew

okresleniu a = inf f(x). Wobec tego istnieje Xl E J takie,
:LER

ze X2 = f(xd;f. Xl' Stad, wobec (1), f(X2) = Xl' Bez straty
ogólnosci mozna przyjac, ze Xl < X2; wówczas f(xI) > f(X2),

co oznacza, ze f nie jest na przedziale J funkcja rosnaca. Jest

zatem funkcja malejaca - na przedziale J, wiec (wobec ciaglosci)

takze na jego domknieciu. Stad f(a) = sup f(x). A skoro
:LEJ

276. Okregi opisane na trójkatach PAB i PC D oznaczmy odpowiednio przez Wl i W2; okrag

przechodzacy przez punkty A, B, C, D oznaczmy przez O. Pelne rozwiazanie zadania wymaga
rozpatrzenia nastepujacych sytuacji:

275. Przypuscmy, ze funkcja f, nie bedaca stala, spelnia

podane warunki. Oznaczmy kres dolny i kres górny funkcji f
na zbiorze R odpowiednio przez a i b; tak wiec O ::; a < b ::; 00.

Zbiór wszystkich wartosci przyjmowanych przez f jest

przedzialem (otwartym lub domknietym lub jednostronnie

domknietym) o koncach a, b; oznaczmy ten zbiór przez J.
Podane równanie funkcyjne mozemy zapisac w postaci

(1) fU(x)) = x dla x E J,

z której wynika, ze funkcja f, zawezona do przedzialu J,

przeksztalca ten przedzial na siebie w sposób wzajemnie

jednoznaczny. Jest wiec na nim scisle monotoniczna.

Gdyby dla wszystkich x E J zachodzila równosc f(x) = x,

wówczas mielibysmy

Zatem

(1.1) w porzadku P, Q, A, B oraz w porzadku P, Q, D, C;

(1.2) w porzadku P, Q, B, A oraz w porzadku P, Q, C, D;

ILBQCI = ILBQPI + ILPQC! = ILBAPI + ILPDCI = ILBOC!.

co oznacza, ze na czworokacie BOQC da sie opisac okrag (nie uwidoczniony na rysunku);
wobec tego

rozwazane punkty moga lezec na okregach Wl oraz W2 odpowiednio:

srodek O okregu O moze lezec:(2)

(2.1) po tej stronie prostej PQ, co punkty A i B;

(2.2) po tej stronie prostej PQ, co punkty C iD.

Kazdy z tych podzialów na przypadki jest niezalezny od drugiego. Mamy wiec cztery mozliwe

konfiguracje:

(1.1) A (2.1), (1.1) A (2.2), (1.2) A (2.1), (1.2) A (2.2).

Przyjmijmy pierwsza mozliwosc. [Gdy zachodzi druga, trzecia lub czwarta sytuacja, mozemy

ja sprowadzic do pierwszej stosujac - odpowiednio - zamiane ról punktów:

(A-D, B-C), (A-B, C-D), (A-C, B-D).]

W sytuacji przedstawionej na rysunku zachodza równosci:

(3) ILBQPI= ILBAPI (katy wpisane w okregu Wl),

ILPQCI= ILPDC! (katy wpisane w okregu W2),

(4) ILBAPI= ILBACI = ~ILBOCI (katy: wpisane i srodkowy

ILPDCI= ILBDCI = ~ILBOC! w okregu O).

Leszek Gasinski - Sta.lowa. Wola. ,(3,96
Ja.n Cia.ch - Oshowiec Sw . .4.3,65

Mi.osla.w Ma.tIQga. - Skocz6w 39,44.

Toma.sz Kulpa. - Ka.towice 38,94-

Ja.n Kl"aszewski - Legnica. 37,66

Krzysztof Jedziniak - Ka.towice 35,57

po uwzgl~dnieniu ocen rozwiazan

zadan 265 (WT=2,1l) i 266 (WT=2,41) (1)

z numeru 9/1993

(5) ILBQOI = ILBCOI (katy wpisane w tym okregu).

Zauwazmy jeszcze, ze

(6) ILBCOI = 90° - ~ILBOCI (katy w trójkacie równoramiennym OBC).

Z równosci (5), (3), (4) i (6) otrzymujemy, ostatecznie,

ILOQPI = ILBQOI + ILBQPI = ILBCOI + ILBAPI = 90°.
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