
o liczbach przestepnych

W artykule Roberta Hajlasza "Dowody niewymiernosci pewnych liczb"

(Delta 10/1994) wspomniane zostalo, ze liczba .[2.J2 jest niewymierna.
Okazuje sie, ze w pewnym sensie jest ona nawet "bardzo niewymierna" .

Co przez to rozumiemy - okaze sie za chwile. Ale najpierw pewna

definicja.

Liczba algebraiczna nazywamy dowolny pierwiastek równania algebraicznego

anxn + an_lxn-l + ... + alX + ao = °

o wspólczynnikach calkowitych.

I tak dowolna liczba wymierna p/q jest algebraiczna, jako ze jest ona

pierwiastkiem równania qx - p = O. Mozna tez wykazac, ze wszystkie

liczby wyrazajace sie za pomoca czterech podstawowych dzialan

oraz pierwiastkowania, wykonywanych na liczbach calkowitych, sa

algebraiczne, tj. algebraiczne sa wszystkie liczby postaci .[2, {/3+ y'5,

v.[2 + 5/.:;'9 ... itd. Liczby, które nie sa algebraiczne, nazywamy
przestepnymi. Poniewaz liczby wymierne sa algebraiczne, wiec liczby

przestepne sa niewymierne. A skoro liczb przestepnych nie da sie

równiez przedstawic za pomoca czterech podstawowych dzialan oraz

pierwiastkowania, wykonywanych na liczbach calkowitych, wiec liczby

przestepne sa w pewnym sensie nawet "bardzo niewymierne" . Ale, czy

liczby przestepne ... istnieja? Innymi slowy, czy istnieje choc jedna liczba,

która nie jest pierwiastkiem równania algebraicznego o wspólczynnikach

calkowitych?

Choc problemem istnienia liczb przestepnych interesowal sie juz Leonhard

Euler, to jednak pierwszym, który udowodnil (w 1844 r.) ich istnienie,

byl Joseph Liouville (patrz Delta 1/1993). Konkretne liczby, o których

udowodnil, ze sa przestepne, byly jednak nieciekawe - w tym sensie,

ze zapewne nikt nigdy ich nie uzyl przy rozpatrywaniu innych problemów

matematycznych. Istotny postep nastapil, gdy w 1873 roku Charles

Hermite udowodnil, ze liczba e jest przestepna, i gdy dziewiec lat

pózniej Ferdinand Lindemann uczynil to samo w stosunku do liczby 7r.

O waznosci liczb e oraz 7r nikogo nie trzeba przekonywac. Co wiecej,

z przestepnosci liczby 7r wynika niewykonalnosc kwadratury kola cyrklem

i linijka.

Pod koniec XIX wieku bylo tez wiadomo, ze liczb przestepnych jest

bardzo, bardzo duzo, choc nie wiadomo bylo (poza pewnymi konkretnymi

przypadkami), jak rozstrzygnac, czy konkretnie wskazana liczba jest
przestepna.

Taki byl mniej wiecej "stan meczu" w chwili, gdy David Hilbert

w 1900 roku na II Miedzynarodowym Kongresie Matematycznym wsród

slynnych 23 problemów sformulowal problem nastepujacy:

Udowodnic, ze jezeli a t= 0, a t= l jest liczba algebraiczna, b zas jest liczba

algebraiczna i niewymierna, to liczba ab jest przestepna.

Dowód zostal podany dopiero w 1934 roku (niezaleznie) przez

A.O. Gelfonda oraz T. Schneidera. W szczególnosci wynika stad, ze .[2.J2

jest liczba przestepna, a wiec równiez niewymierno,. Mimo iz wydaje sie,

ze problem Hilberta dotyczy liczb bardzo szczególnej postaci, to jednak

ma on daleko nieoczywiste konsekwencje, bowiem wynika z niego, miedzy

innymi, nastepujacy fakt:

Jesli w trójkacie równoramiennym stosunek kata przy podstawie do kata

przy wierzcholku jest liczba algebraiczna niewymierna, to stosunek dlugosci

podstawy do dlugosci ramienia jest liczba przestepna.

Z rozwiazania wspomnianego problemu Hilberta wynika równiez,

ze wszystkie wartosci logarytmów, których przyblizenia mozemy znalezc

w tablicach, sa albo wymierne, albo przestepne.

Opracowal P.H.
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Wykres ten zostal sporzadzony

na podstawie rozwazanego do tej

pory przyblizonego geometrycznego

modelu porowatosci. Jest wiec takze

przyblizony. Uzyte wartosci paramatrów
sa nastepujace: porowatosc 'IjJ = 0,5,

promien porów r = 10-4 m, masa

molowa H20 wynosi f.I, = 0,018 kg/mol,

a stala gazowa R = 8,314 J /Kmol.
Przewodnictwo cieplne nieporowatego
lodu jest funkcja temperatury. Zostala

przyjeta typowa dla dielektryków zaleznosc

typu /C rv ~:

/CI = 567/T [m ~ s] ,

ze wspólczynnikiem proporcjonalnosci

wyznaczonym doswiadczalnie.

Omówiony sposób obliczania

przewodnictwa cieplnego porowatego

lodu mozna zastosowac do jadra komety

i ob!iczyc szybkosc przenikania ciepla
w glab jadra. Okaze sie wówczas,

ze w przypadku niektórych komet

stwardniala skorupa zlepionych ziarenek

lodu grubieje na tyle szybko, ze pobranie

próbki z powierzchni jadra moze
byc trudne i wymagac zastosowania

nietypowych metod.

Na koniec warto zastanowic sie, w jaki

sposób przewodnictwo cieplne porowatego

lodu zmieni sie po wprowadzeniu do

porów powietrza (gazu innego niz para).
W najbardziej interesujacym przypadku,

czyli na Ziemi, cisnienie pary w porach jest

male w porównaniu z cisnieniem powietrza.

Z tego wzgledu decydujacym czynnikiem

ograniczajacym szybkosc przeplywu pary
jest nie rozmiar porów, ale zderzenia

z czasteczkami powietrza. W konsekwencji

przewodnictwo cieplne porów jest znacznie

mniejsze i nie nalezy sie spodziewac, aby

porowaty lód mial wieksze przewodnictwo

niz nieporowaty.

Liczby Liouville'a to liczby postaci

i=l

gdzie Ci sa. dowolnie wybieranymi cyframi
r6znymi od zera.

Dow6d, ze sa. one przestepne, jest bardzo
podobny do dowodu przestepnosci liczby

L2~'
i=l

zamieszczonego w Delcie 1/1993.

Ciekawostka:

Liczba 0,12345678910111213 .. " w kt6rej
po przecinku wystepuj a. jedna za druga.
kolejne liczby naturalne, jest przestepna

(Kurt Mahler). Czytelnikom pozostawiamy
jako nietrudne cwiczenie dowód, ze powyzsza

liczba jest niewymierna (bezposrednio, bez
korzystania z faktu, ze jest przestepna),


