
Na odwzorowanie f plaszczyzny R

w siebie mozemy patrzec jak na pare

funkcji okreslonych na R 2 i o wartosciach

w zbiorze R liczb rzeczywistych,

symbolicznie f = (h, h). Mówimy,

ze odwzorowanie f jest gladkie, gdy

kazda z funkcji h, h jest nieskonczenie

wiele razy rózniczkowalna.

Czytelnik zechce sie zastanowic, czy

istotnie kazde gladkie odwzorowanie

f : R 2 -> R 2 mozna w ten sposób

przedstawic.

Rozwiazanie zadania M 725.

Roz~a~zm~2P~a::czYzne P o równaniu
z = - --- . x. Czytelnik

a e2 _ b2

z latwoscia sprawdzi, ze dla punktów

nalezacych do tej plaszczyzny zachodzi

, ,,:1.,,2 y2 z] :Lo::! y2 z2

rownosc a:J + b2 + e2 = b2 + uJ + b2'

z~tem j~j czes')c wspólna z elipsoida
x- y - z-
a2 + b2 + e2 = 1 jest równa

x2 y'2 Z 2

przecieciu P ze sfera b2 + bO + b2 1,

a wiec jest okregienl.

Rozwiazanie zadania F 396.

Masa powietrza o objetosci pilki jest

równa n/, = ~7rR3(] = 6,7 g. Porównujac

sile dosrodkowa do sily Magmisa mamy

J\1v2
= 2mwv.
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Podstawiajac predkosc katowa w - R do
powyzszego wzoru otrzYlTIujelny
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Punkty osobliwe odwzOrOWal1- gladkich

Niech f bedzie ...

(Zlosliwi twierdza, ze gdyby Juliusz Verne byl matematykiem, to Dwadziescia

tysiecy mil podmorskiej zeglugi zaczynaloby sie nastepujaco.

Niech Ned Land bedzie oszczepnikiem, a Conseil - sluzacym narratora. Niech

ponadto Nautilus bedzie statkiem podwodnym i niech kapitan N(l1ltilusa nazywa

sie Nemo.

My tego twierdzenia komentowac nie bedziemy.)

Jako sie wiec rzeklo, niech f bedzie gladkim odwzorowaniem plaszczyzny R2

w siebie. Przy omawianiu wlasnosci f nie sposób posluzyc sie kartka papieru

z wykresem, bo do jego narysowania potrzebne sa 2 + 2 = 4 wymiary. Pomózmy

zatem naszej ubogiej wyobrazni w inny sposób. Pomyslmy mianowicie o dwóch

plaszczyznach, poziomej (et) i pionowej ((3). Bierzemy punkt A E et i rzutujemy

go pionowo na gladka powierzchnie 'iT, która ma te wlasnosc, ze nad kazdym

punktem et lezy dokladnie jeden punkt 'iT. Otrzymany punkt z 'iT rzutujemy

poziomo na (3 i w ten wlasnie sposób otrzymujemy f(A). Moze sie zdarzyc

tak, ze dwa rózne punkty Al i A2 maja ten sam obraz. Punkt A, który ma te

wlasnosc, ze w dowolnie malym jego otoczeniu znajdziemy takie punkty Al i A2,

nosi nazwe punktu osobliwego odwzorowania f. Poslugujac sie nasza pogladowa

interpretacja f stwierdzimy bez klopotu, ze plaszczyzna styczna do 'iT w punkcie

lezacym pionowo nad punktem osobliwym A jest prostopadla do plaszczyzny (3.

Zbiór wszystkich punktów osobliwych f nazwiemy krótko zbiorem osobliwym f,

obraz zas zbioru osobliwego - kaustyka.

Pora na przyklady. Pierwszy z nich, odwzorowanie g(x, y) = (x2, y), pokazany
jest na rysunku l.

/3

kaustyka

Rys. 1. Przeksztalcenie g z osobliwoscia "falda". Gdy np. g(x, y) = (x2, y), to dowolne dwa

punkty Al i A2, symetryczne wzgledem prostej zlozonej z punktów osobliwych g, maja ten
sam obraz.

Widzimy tu osobliwosc zwana falda. Zbiór osobliwy i kaustyka odwzorowania g

to linie proste. Drugi rodzaj osobliwosci to tzw. plisa (rys. 2); niech nam krawcy

wybacza terminologie· Obrazowo mozna powiedziec, ze plisa to falda, która

ma swój poczatek. Zbiór osobliwy plisy to krzywa przypominajaca wygladem
parabole, a kaustyka ma ksztalt "dzióbka".

Okazuje sie, ze w zasadzie innych osobliwosci przeksztalcenia gladkie

plaszczyzny w siebie nie miewaja. Co to znaczy? Rozpatrzmy zbiór g wszystkich

przeksztalcen gladkich f :R2 -+ R2. Umówmy sie, ze dwa przeksztalcenia

z tego zbioru sa bliskie, jesli w kazdym punkcie R2 maja bliskie wartosci (razem
z pochodnymi dowolnego rzedu).
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Czytelnik moze latwo sprawdzic, ze kaustyka tego odwzorowania to krzywa z dzióbkiem

skladajaca sie z dwóch polówek paraboli pólszesciennej.

& 3 2

- (x - xy) == 3x - y = O.
&x

kaustyka

(3r zbiór osobliwy

~AJ
Rys. 2. h(x, y) = (x3 - xy, y) to jeden z naj prostszych przykladów odwzorowania

z osobliwoscia zwana plisa. W tym konkretnym przypadku zbiór osobliwy to parabola
o równaniu

W zbiorze g wyróznijmy mniejszy podzbiór D przeksztalcen "dobrych": takich,

które maja wylacznie punkty osobliwe odpowiadajace faldzie lub wierzcholkowi

plisy. Amerykanski matematyk Hassler Whitney udowodnil w 1955 roku

nastepujace

Twierdzenie. D jest otwartym i gestym podzbiorem g.

Gestosc D oznacza tyle, iz blisko kazdej funkcji f E g lezy pewna funkcja

"dobra", z otwartosci D zas wynika, ze kazda funkcja "dobra" ma malutkie

otoczenie skladajace sie wylacznie z innych funkcji "dobrych". Przyklady

niedobrych osobliwosci Czytelnik Wnikliwy zechce sobie sam wyobrazic,

a Czytelnik Leniwy moze zerknac na rysunek 3.

Rozwi"azanie zadania F 395.
Wspólczynnik zalamania zalezy od

gestosci powietrza e:

. e NAe
(n - l)= (no - 1)-, N = --

eo I'

gdzie N A oznacza liczbe Avogadro.

Podstawiajac n - l oraz N do wyrazenia

na p, otrzymujemy

327r3 (no - l?ep
l" = 3.:\4 e~NA

Poniewaz e zalezy od wysokosci,

przechodzimy do wzoru calkowego
x

I(x) = Ioexp (- J I"dh)
o

Dla promienia slonecznego padajacego

pod katem 0° (prostopadle do

powierzchni Ziemi) mozemy skorzystac

ze wzoru na cisnienie hydrostatyczne

p= J eg dh otrzymujac

J l'a= edh=g,1'=1013hPa,

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.

Ostatecznie otrzymujemy relacje

I=Ioe-o-,

327r3 (no - 1?1'1'

a = 3.:\·1 e~gNA

Stosunek natezenia swiatla rozproszonego

do padajacego wyraza ulamek

10 - I _"
k=-.--=l-e

10

Dla swiat la niebieskiego wynosi

on k = 28,6%, dla czerwonego k = 3,5%.

Rys. 3. Blisko przeksztalcenia "stok z plaska galeria" ze zbiorem osobliwym w postaci

nieskonczonego pasa leza rozmaite przeksztalcenia ze zbioru V: na przyklad fI z dwiema
faldami i h bez zadnych osobliwosci.

Twierdzenie Whitneya fizycy stosuja do wyjasniania zjawiska halo (mozna o tym

przeczytac w tym numerze Delty). Ten fakt oraz ukuta przez Stanislawa Lema,

przy okazji porównywania matematyki z fizyka, przenosnia o szalonych krawcach

usprawiedliwiaja po czesci uzycie terminów falda i plisa.

Twierdzenie Whitneya uogólnil na przypadek wymiaru ~ 3 Francuz, Rene

Thom, medalista Fieldsa z 1958 roku. Moment ukazania sie w 1971 roku

jego pracy Stabilnosc strukturalna i morfogeneza to narodziny slynnej teorii

katastrof, która z róznym powodzeniem usilowano stosowac w biologii, socjologii,

medycynie, aerodynamice, termodynamice, klimatologii itd. To juz jednak temat

na zupelnie inny artykul. P.S.

brak osobliwosci
L'Mka pmiorna

galeria na stoku

Z twierdzenia

Pitagorasa

111an1Y

:L':} + R'J = 1'2 

= (R+ h)2
"

x'-
Zaniedbujac hO mamy h ~ ~

2R
(bo grubosc atmosfery h ~ 20 km « R).

;= J= - = eo r:;;R{3= edx= eoe OR dX=2V~;
o o

l J27rRgeO
{3= - ---. a = 10,9· a.

2 l'

10 - I {3

Stad tez k = --- = 1- e- ,
10

dla swiatla niebieskiego k ~ 97,5%,

a dla swiatla czerwonego k ~ 32,5%.

Z powyzszych rezultatów jasno wynika,

ze kolor zachodzacego Slonca jest

czerwony. W istocie wynik uzyskany dla

promienia stycznego jest zanizony, gdyz

nie uwzglednilismy wydluzonej (na skutek

zalamania drogi) swiatla w atITIosferze.

Gdy swiatlo pada pod katem 90°

(stycznie do powierzchni Zielni), mozemy

skorzystac ze wzoru barometrycznego
-ah 620g

{2=eoe ,a=--.
l'

O ilosci rozmaitych prób stosowania teorii

katastrof w innych naukach mozna sie

przekonac wertujac ksiazke" Catastrophe

theory for scientists and engineers"

autorstwa Roberta Gilmore'a pracujacego

w Institute for Defense Analyses w

Arlington w USA.
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