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Skrót regulaminu
I(azdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kOrlca miesiaca n + 3. Szkice

rozwiazaI'i. zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadall z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do

1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: vVT = 4 

3S/ N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly

rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle

punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek

z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana

do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin drukujemy w numerze lutowym kazdego roku.

191. Obliczyc przyblizona wartosc oporu zastepczego obwodu przedstawionego na

rysunku l (liczby oznaczaja opornosci w omach). Nalezy podac ocene dokladnosci

przyblizenia i uzasadnic ja. Rozwiazanie powinno byc mozliwie dokladne,

a jednoczesnie jak najmniej pracochlonne. Uzycie komputera do oblicze{t jest
wykluczone.

192. Male cialo o masie m przymocowano do cienkiej obreczy o masie ]y]

i promieniu r. Obrecz postawiono pionowo (rys. 2) i bardzo lekko pchnieto w lewo lub

w prawo. Jesli podczas ruchu obreczy nie wystepuje poslizg ani straty energii, to jaka
musi byc wartosc stosunku ]y] Im, aby obrecz "podskoczyla", tzn. oderwala sie od
podloza?

Rys. 1

Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 1995

Zadania z fizyki nr 191, 192 Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rys.2

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1994

Przypominamy tresc zadan:

183. Dr Crimeon Falsegrant, skazany za defraudacje neutrin slonecznych na 10'00 lat wiezienia,
krecil sie w kólko po celi.

- Jakos musze sie stad wydostac~ - powtarzal. - Z pewnoscia istnieje mozliwosc! Na poczatek

zastosowac przeksztalcenie konforemne w II-wymiarowej przestrzeni spinorowej. albo lepiej nie,

mozna nie powrócic juz na os rzeczywista .. A gdyby tak spróbowac przejscia tunelowego? Ta sciana

nie wyglada na bardzo gruba, chyba nie wiecej niz metr. Trzeba tak rozepchnac czasteczki sciany,

aby przeszly miedzy nimi czasteczki mojego ciala, powinno wystarczyc jakies 20 eV na "tom. To jest
szansa!

Ocenic orientacyjnie szanse dr. Falsegranta.

Wskazówka: W lnechanice kwantowej prawdopodobiellstwo przejscia tunelowego czastki o masie 111

przez bariere potencjalu o szerokosci d wyraza sie wzorem

.•.•..• -'2lirl
p e J

gdzie" = V2mE/Ii, li = 1./211:,1.- stala Plancka, E - deficyt energii.

184. Wieksza ilosc rteci nalano na plaska pozioma powierzchnie nie "zwilzana" przez rtec
(np. szklana)". Obliczyc grubosc warstwy rteci.

Dane: gestosc rteci 12= 13,6 g/cm3, napiecie powierzchniowe er = 0,54 N/m.

183. Przyjmijmy, ze masa wieznia wynosi 75 kg, a srednia masa atomowa jego ciala jest

równa 10 (oczywiscie, w sklad ciala wchodzi lekki wodór, ale takze i ciezsze pierwiastki).

Przy tych zalozeniach wiezien sklada sie z 7500 moli = 7500·6 ·1023 = 4,5 . 1027 atomów,

a calkowity deficyt energii jest równy E = 9 .1028 eV ~ 1,4.1010 J. Parametr

r;; = Y2mE/1i ma zatem wartosc 1,4.1040 m-l, a prawdopodobidlstwo przejscia

p ~ exp( -2r;;d) ~ exp( -2,8· 10,10) ~ 10-1,2,1040. Jest to wielkosc tak niewyobrazalnie

mala, ze wlasciwie nie ma zadnej róznicy, czy wiezien dokona jednej tylko próby przejscia

tunelowego, czy bedzie je powtarzal milion razy na sekunde przez 10100 lat.

184. Oznaczmy mase nalanej rteci przez m, a szukana grubosc warstwy przez d. Pomijajac

"zaokraglenie" przy brzegach mozemy wyrazic powierzchnie warstwy S wzorelll

S= m
od

, , , I- -
I I

1
Energia grawitacyjna rteci dana jest wyrazenienI Egraw = -mgd (gdyz srednia wysokosc

2
1

wynosi 2d), a energia powierzchniowa - wyrazeniem Epaw = 2Ser (uwzglechliamy górna i dolna

powierzchnie rteci, a pomijamy brzegi). Minimalna energie calkowita otrzymamy dla

d=2 ~~4,Onlm.Vag
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Zadania z matematyki nr 293, 294

293. Ciag wielomianów Po(x), P1(x), P2(x), ... jest
okreslony wzorami

Po (x) = 1, Pl (x) = x,

nPn+1(X) = (n+1)XPn(X)-Pn-1(X) dla n=1,2,3, ...

Dowiesc, ze wszystkie pierwiastki rzeczywiste kazdego

z wielomianów Pn (x) sa liczbami z przedzial u (-1; 1).

Rozwiazania zadal1-z matematyki z numeru 9/1994

Przypominamy tresc zadan:
285. W przestrzeni danych jest 10 punktów (w polozeniu ogólnym).

Laczymy pewne pary punktów odcinkami tak, aby kazde dwa
sposród rozwazanych punktów laczyla dokladnie jedna linia lamana

utworzona z narysowanych odcinków. Ile jest róznych ukladów

odcinl,ów spelniajacych ten warunek?

Redag1lje Marcin E. KUCZMA

294. Udowodnic, ze wewnatrz dowolnego czworokata

wypuklego ABC D istnieje punkt, którego rzuty na proste
AB, BC, CD, DA leza na jednym okregu.

Zadanie 294 zaproponowal pan Waldemar Pompe
z Warszawy.

286. Dla kazdej rzeczywistej wartosci parametru t wyznaczyc

wszystkie trójki liczb rzeczywistych (x, y l z) spelniajace uklad
równan

{ (X2 _ yz)(x + t) + (y2 - zx)(y + t) + (Z2 - xy)(z + t) = O(t + 2)(x + y + z) = 1.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 279 (WT=1,93) i 280 (WT=2,20)

z numeru 4/1994

Pawel Lizak - Pulawy 45,'10

\lValclemar POlnpe - \Varszawa 42,44

Leslaw Skrzypek - Rzeszów '10,80
Krzysztof Jedziniak- Katowice 39,72

Pan Lizak: numer 76 w matematycznym

Klubie 44.

285. Oznaczmy przez f(n) liczbe grafów o podanej w zadaniu wlasnosci ("drzew spójnych"),
których zbiorem wierzcholków jest ustalony zbiór n punktów; przyjnmjemy f(1) = 1.

Wybierzmy i ustalmy dwa rózne punkty A i E z tego zbioru.

Niech bedzie dany graf, o jakim mowa. Na jedynej drodze wiodacej z A do E oznaCZl'ny

przez X ostatni napotkany wierzcholek przed E (moze sie zdarzyc, ze X = A). POl'nalujmy

krawedz X E na zólto. Wszystkie wierzcholki osiagalne z punktu A drogami nie
przechodzacymi przez E, a takze wszystkie krawedzie na tych drogach, malujeu'Y na czerwono.

Pozostale wierzcholki i krawedzie malujel'ny na zielono; w szczególnosci punkty A i X

otrzymuja kolor czerwony, a punkt E - zielony. Niech k bedzie liczba wierzcholków czerwonych

(l S k S n - l).
Zauwazmy, ze dowolny dopuszczalny graf jest wyznaczony jednoznacznie przez:

Wybór liczby k E {l, ... , n - l}.

Wybór zbioru k - l punktów (sposród n - 2 punktów róznych od A i E), które wraz
z punktem A zostana pomalowane na czerwono (a pozostale punkty - na zielono).

Wybór jednego z k czerwonych punktów - punktu X - i polaczenie go zólta krawedzia z E.

Polaczenie pewnych czerwonych punktów czerwonymi krawedziami tak, aby powstalo

czerwone spójne drzewo (J(k) mozliwosci).
Polaczenie pewnych zielonych punktów zielonymi krawedziami tak; aby powstalo zielone

spójne drzewo (J(n - k) mozliwosci).

Wynika stad wzór rekurencyjny n-l

""' (n - 2)f(n) D k _ l kf(k)f(n - kl·
k=l

Znajac wartosc f(l) = l wyznaczal'ny: 1(2) = l, f(3) = 3, f(4) = 16, f(5) = 125, f(6) = 1296,

f(7) = 16807, f(8) = 262144, f(9) = 4782969, i wreszcie f(lO) = 100000000 (sto milionów - jest
to szukana liczba).

[Uwaga. vVidzimy, ze f(n) = nn-2 dla n S la. Ta równosc zachodzi dla wszystkich n.

Mozna ja uzyskac stosujac zaawansowane metody teorii grafów lub tez dowodzac,

ze funkcja f(n) = nn-2 spelnia znaleziony powyzej wzór rekurencyjny; patrz: J. Riordan,
Combinational Identities, New York 1968, rozdzial1.5, wzór (13a), z podstawieniem x=y=1.]

286. Skorzystamy z tozsamosci

(l) x3 + y3 + z3 = (x + y + z)(x2 + y2 + z2 - yz - zx - xy) + 3xyz.

Dowód: oznaczajac sume x + y + z przez s mamy

s3 = x3 + y3 + z3 + 3(lz + yz2) + 3(z2x + zx2) + 3(x2y + xy2) + 6xyz =

= x3 + y3 + z3 + 3yz(s - x) + 3zx(s - y) + 3xy(s - z) + 6xyz =

= x3 + y3 + z3 + 3s(yz + zx + xy) - 3xyz,

skad x3 + y3 + z3 = s3 _ 3s(yz + zx + xy) + 3xyz =

= s(s2 - 3yz - 3zx - 3xy) + 3xyz =s(x2 + y2 + z2 - yz - zx - xy) + 3xyz.

Pierwsze równanie danego w zadaniu ukladu

x3 + y3 + z3 _ 3xyz + t(x2 + y2 + z2 - yz - zx - xy) = O

mozemy dzieki tozsamosci (l) przepisac w postaci

(2) (x + y + z + t)(x2 + y2 + z2 - yz - zx - xy) = O,

drugie zas - w postaci

!=44

l
(3) x + "/+ z = -

, t + 2

Drugi czynnik iloczynu (2) jest zerem, tylko gdy liczby x, y, z sa równe; aby równanie (3) bylo

spelnione, ta wspólna wartosc musi byc równa 1/(3t + 6). Natomiast jesli uklad (2), (3) ma
rozwiazanie (x, y, z), w którYlu nie wszystkie trzy liczby sa równe, wówczas pierwszy czynnik

iloczynu (2) musi byc zerem, co w polaczeniu z równaniem (3) daje równosc -t = l/(t + 2),
sluszna tylko dla t = -1. Kazda trójka liczb x, y, z o sumie równej l jest wtedy rozwiaz,aniern.

Reasumujac:
Jezeli t = -2, to uklad nie ma rozwiazan.

Jezeli t = -l, to rozwiazaniem jest kazda trójka (x, y, z) taka, ze x + y + z = 1.

Jezeli t '# -l, t '# -2, to uklad ma jedyne rozwiazanie x = y = z = 1/(3t + 6).
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