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Rys. 1. Dowolne otoczenie Vc n S

punktu A sklada sie z "trzech kawalków" ,

nie przypomina wiec plaszczyzny.

Rys. 2. Torus

s s

Czasem precyzyjne okreslenie (na gruncie matematyki) pozornie prostego

pojecia nastrecza wiele trudnosci. Tak jest, na przyklad, w przypadku

odpowiedzi na pytanie: co to jest krzywa? Przekonasz sie o tym Czytelniku

przegladajac ksiazke [5]. Podobnie klopotliwe jest okreslenie powierzchni.

Mozemy o niej mówic, na przyklad, z punktu widzenia geometrii, a szczególnie

geometrii rózniczkowej (patrz np. [2]) badz z punktu widzenia topologii.

Aby uniknac tych trudnosci, w tym artykule poprzestaniemy na intuicyjnym

rozumieniu terminu powierzchnia. Bedzie to dla nas twór dW1twymiarowy,

ograniczony, który lokalnie przypomina plaszczyzne, tzn. malutki czlowieczek

postawiony w dowolnym miejscu na tej powierzchni bedzie mial wrazenie, ze stoi

na plaszczyznie - podobnie nam sie wydaje, ze Ziemia jest plaska. Bedziemy

ponadto zakladac, ze powierzchnia jest zbiorem domknietym, tzn. wraz

z ciagiem zbieznym punktów zawiera jego granice·

Przykladami powierzchni sa wiec: sfera, powierzchnia torusa (rys. 2), natomiast

plaszczyzna (jako zbiór nieograniczony), sfera z usunietym jednym punktem

(gdyz nie jest domknieta), czy figura z rysunku l nie sa powierzchniami.

Latwo godzimy sie z pogladem, ze róznych powierzchni jest duzo. Czy mozna je

w jakis sposób klasyfikowac?

Popatrzmy na sfere i na torus. Intuicyjnie jest dla nas jasne, ze wszystkie

powierzchnie z rysunku 3 w jakims sensie sa powierzchniami tego samego

typu co torus, natomiast sfera jest powierzchnia innego typu. Chcialoby

sie powiedziec, ze powierzchnie z rysunków 2 i 3 maja jedna "dziure",

natomiast sfera dziury nie ma. Lecz co to znaczy, ze torus ma dziure? Jak ja

matematycznie zdefiniowac? Zamiast zajmowac sie owa definicja, wskazemy

inna wlasnosc, która odróznia sfere od wszystkich torusopodobnych powierzchni

z rysunków 2 i 3.

----

Rys. 3. Metamorfozy torusa otrzymane przez Jjfozciaganie" J "skurczanie" l "wyginanieJJ l ale bez

"rozrywan)) i )lsklejen".

Narysujmy na sferze dowolna krzywa zamknieta bez samoprzeciec IS' Wówczas

zawsze znajdziemy dwa punkty A i B lezace na sferze poza krzywa IS i o tej

wlasnosci, ze kazda krzywa laczaca A z B przecina krzywa IS (rys. 4). Powyzsza

wlasnosc mozemy tez intuicyjnie opisac tak: kazda krzywa zamknieta i bez

samoprzeciec, lezaca na sferze rozcina ja na osobne czesci.

Torus (i zadna torusopodobna powierzchnia z rysunku 3) takiej wlasnosci

nie ma. Istotnie. Rozwazmy krzywa It taka, jak na rysunku 5. Wówczas

dowolnie polozone punkty A i B (lezace poza It) mozna polaczyc krzywa nie

przecinajaca It. Innymi slowy, krzywa It nie rozcina torusa na osobne czesci.

Odkrylismy w ten sposób wlasnosc, za pomoca której mozemy te powierzchnie

odrózniac - klasyfikowac. Aby to lepiej zobrazowac, opiszemy teraz sposób

tworzenia innych powierzchni. Zrobimy nowa powierzchnie "sklejajac" dwa

torusy, a dokladniej - zdefiniujemy tzw. sume spójna dwóch torusów Tl #T2'

Budujemy ja nastepujaco: wycinamy w kazdym z torusów kolo (i wyrzucamy je),

a nastepnie "zszywamy" oba torusy wzdluz brzegów owych dziur (rys. 6).

Rys. 4

y,

Rys. 5
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a) zszywamy
"Doszywajac" w podobny sposób kolejne torusy bedziemy otrzymywali coraz to

inne powierzchnie (rys. 7).

Umawiamy sie przy tym, ze:

rodzajem powierzchni nazywamy maksymalna liczbe zawartych w niej rozlacznych

krzywych zamknietych bez samoprzeciec i takich, ze rozciecie powierzchni wzdluz

tych krzywych nie powoduje jej rozpadu na osobne czesci.

Na przyklad:

- sfera jest powierzchnia rodzaju O,

- torus jest powierzchnia rodzaju 1,

- Tl#T2 jest powierzchnia rodzaju 2 (rys. 6b),

- Tl#T2#T3 jest powierzchnia rodzaju 3 (rys. 7), itd.

Dokladniejsza analiza tego zjawiska - tym zajmuje sie, miedzy innymi, topologia

- pokazuje, ze powierzchni róznego rodzaju nie mozna wzajemnie na siebie

odwzorowac w sposób ciagly i róznowartosciowy.

Do dalszych rozwazan dopuscimy teraz dodatkowo tzw. powierzchnie z brzegiem,

na przyklad domkniete kolo, prostokat z brzegiem.

W szystkie wymienione dotychczas przyklady powierzchni maj a jedna wspólna

ceche - na kazdej z nich mozna wyróznic dwie strony. Dwie strony takiej

powierzchni mozna pomalowac róznymi kolorami, aby je rozróznic. Jezeli

powierzchnia jest zamknieta (tzn. bez brzegu), to kolory nigdzie sie nie stykaja.

Jezeli powierzchnia ma brzeg (np. prostokat), to oba kolory stykaja sie tylko

wzdluz brzegu. Zatem - czy istnieja powierzchnie majace tylko jedna strone?

Tak. Przyklady takich powierzchni podali okolo 1858 roku, niezaleznie,

A.F. Mobius (1790-1868) i J.B. Listing (1808-1882). Model takiej jednostronnej

powierzchni bardzo latwo otrzymac. Bierzemy waski pasek papieru, jeden jego

koniec przekrecamy o 1800 (w lewo lub w prawo) i sklejamy z drugim.

Otrzymujemy w ten sposób figure zwana obecnie wstega Miibiusa (rys. 8 i 9).

III

Rys. 6. Jezeli T,#T2 rozetniemy

wzdluz " i ,2, to nie rozpadnie sie·

b) po zszyciu

Rys. 7 Rys. 8. Kolejne etapy tworzenia wstegi Mobiusa.

Rys. 9. Przeciwnie skierowanie wstegi
Mobiusa.

Mozemy, oczywiscie, otrzymac dwie przeciwnie skrecone wstegi Mobiusa

i zadne wyginanie, rozciaganie bez rozrywania nie przeprowadzi jednej z tych

powierzchni w druga. Otrzymujemy w ten sposób dwie rózne powierzchnie

jednostronne - z kazdego punktu wstegi do dowolnego innego jej punktu mozna

przejst bez przechodzenia przez brzeg.

Nadmienmy w tym miejscu, ze dla powierzchni bez brzegu rodzaj powierzchni

plus informacja, czy jest ona jedno-, czy dwustronna, okresla te powierzchnie

jednoznacznie z topologicznego punktu widzenia. Powierzchnie dwustronne

rodzaju n 2 O to

- dla n = O: sfera,

- dla n 2 1 to suma spójna n torusów,

i innych dwustronnych powierzchni bez brzegu w topologii nie ma, to znaczy

kazda inna moze byc w sposób ciagly i róznowartosciowy przeksztalcona na

jedna z wyzej wymienionych.
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krzywe niezawezlone :

... i zawezlone:

Wrócmy teraz do wsteg Mobiusa i przypatrzmy sie jednej z nich. Nie tylko jest

to powierzchnia jednostronna, ale ma jeden brzeg bedacy krzywa zamknieta

"niezawezlona" (rys. 10). Ponadto wyobrazmy sobie, ze srodkiem wstegi

Mobiusa od punktu A (rys. 11) przesuwamy wzajemnie prostopadle wektory

u i v. Po przejsciu calej wstegi i powrocie do punktu A wektory sa skierowane

przeciwnie - zmienily orientacje. Zatem pojecie "orientacja" na powierzchniach

jednostronnych nie ma sensu. Kolejna niespodzianka jest zachowanie sie wstegi

Mobiusa podczas jej rozcinania. Co otrzymamy, gdy:

(i) rozetniemy wstege Mobiusa wzdluz linii srodkowej równoleglej do brzegu?

(ii) rozetniemy wstege Mobiusa równolegle do brzegu w odleglosci 1/3 jej
szerokosci?

Rys. 10
Poniewaz nasza intuicja i wyobraznia czasem nas zawodzi, warto w tym miejscu

siegnac po papier, klej, nozyczki i ... eksperymentowac (rys. 12 i 13) .

Rys. 13. Po rozcieciu powstaja dwie zaplecione wstegi - krótsza jest powtórzeniem wyjsciowej,

dluzsza zas jest skrecona o 3600 i jest powierzchnia dwustronna·

c

A

D

A

Prezentujac wstege Mobiusa mozna jeszcze wspomniec o jej" modelu

zaproponowanym przez B. Tuckermanna: wstega sklada sie z szesciu scian

osmioscianu i czterech trójkatów prostokatnych, jej brzegiem jest trójkat ABC

(rys. 14).

wstega Mobiusa 
powierzchnia jednostronna:

... po obiegu ...

Rys. 11

po rozcieciu
powierzchnia dwustronna:

Rys. 12.

Rys. 14. Wstega Mobiusa o plaskim brzegu.

Oczywiscie, wstega Mobiusa nie jest jedyna powierzchnia jednostronna, której

model mozemy otrzymac z paska papieru. Aby sie o tym przekonac, trzeba

wykonac model powierzchni wyobrazonej na rysunku 15 (pasek papieru

skrecamy o 3 . 1800 w lewo lub wprawo) i zobaczyc, czym rózni sie on od

modelu "klasycznej" wstegi Mobiusa. Z tak uzyskanymi nowymi modelami

powierzchni jednostronnych mozemy wykonac operacje (i) i (ii).

Z punktu widzenia topologii powierzchnie z brzegiem mozemy nie tylko podzielic

na dwustronne i jednostronne. Mozemy je jeszcze rozróznic ze wzgledu na liczbe

krzywych brzegowych i ich wzajemne polozenie. Wykonujac nizej proponowane

modele (nie jest to latwe) przekonamy sie o bogactwie takiego podzialu dla

powierzchni o co najwyzej dwóch brzegach (odpowiednie rysunki znajduja sie

na przedniej okladce):
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Rys. 15

a)

Rys. 16
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a) jednostronne powierzchnie z jednym brzegiem

(1) brzeg jest krzywa zamknieta niezawezlona,

(2) brzeg jest krzywa zamknieta zawezlona;

b) dwustronne powierzchnie z jednym brzegiem

(3) brzeg jest krzywa zamknieta niezawezlona,

(4) brzeg jest krzywa zamknieta zawezlona;

c) jednostronne powierzchnie z dwoma brzegami

(5) oba .brze~i sa krz~wymi zamknietymi niezawezlonymi, które nie sa
lustro wzaJemme zaczeplOne,

------------- (6) oba br~egi s~ krzywymi zamknietymi niezawezlonymi, wzajemnie
zaczeplOnymi,

(7) oba br~egi sa krzywymi zamknietymi zawezlonymi, które nie sa wzajemnie
zaczeplOne,

(8) oba brzegi sa krzywymi zamknietymi zawezlonymi, wzajemnie

zaczeplOnymi ,

(9) jeden brzeg jest krzywa zamknieta niezawezlona, drugi krzywa zamknieta

zawezlona i nie sa one wzajemnie zaczepione,

(10) jeden brzeg jest krzywa zamknieta niezawezlona, drugi krzywa zamknieta

zawezlona i sa one wzajemnie zaczepione;

d) dwustronne powierzchnie z dwoma brzegami

(11) oba .brze~i sa krz~wymi zamknietymi niezawezlonymi, które nie sa
wzaJemme zaczeplOne,

(12) oba br~egi s~ krzywymi zamknietymi niezawezlonymi, wzajemnie
zaczeplOnymi,

(13) oba brzegi sa krzywymi zamknietymi zawezlonymi, które nie sa wzajemnie
zaczeplOne,

(14) oba brzegi sa krzywymi zamknietymi zawezlonymi, wzajemnie

zaczeplOnymi,

(15) jeden brzeg jest krzywa zamknieta niezawezlona, drugi krzywa zamknieta

zawezlona i obie krzywe nie sa wzajemnie zaczepione,

(16) jeden brzeg jest krzywa zamknieta niezawezlona, drugi krzywa zamknieta

zawezlona i obie sa wzajemnie zaczepione.

Dotychczas omawiane powierzchnie zamkniete (bez brzegu) byly zawsze

dwustronne. Naturalne jest wiec pytanie o istnienie powierzchni zamknietych, ale

jednostronnych. Powierzchnie tego rodzaju opisal po raz pierwszy w 1874 roku

F. Klein (1849-1925). Jej pogladowe przedstawienie jest troche klopotliwe,

gdyz, podobnie jak zawezlonego okregu nie mozna umiescic na plaszczyznie

(bo beda samoprzeciecia), tak butelki Kleina (patrz okladka - A(10)) nie mozna
umiescic w przestrzeni trójwymiarowej. Mozemy natomiast zaprezentowac

jej wyobrazenie w postaci powierzchni z pozornym samoprzecieciem. Aby

zrozumiec, na czym ten trick polega, popatrzmy na rysunek 16. Rysunek 16a

interpretowany w "normalny" sposób przedstawia podzbiór R2 zlozony z okregu

i przecinajacego go odcinka. Mozemy jednak umówic sie, ze przeciecie sie

obu tych figur jest tylko czyms pozornym, spowodowanym "niedoskonaloscia

srodków wyrazu", gdyz w rzeczywistosci sytuacja wyglada tak jak na

rysunku 16b.

Butelka Kleina, bo o niej bedziemy teraz mówic, jest pewna powierzchnia

umieszczona w czterowymiarowej przestrzeni. Rysunek A(10) przedstawia jej

trójwymiarowe wyobrazenie z pozornym samoprzecieciem. Rozetnijmy ja, aby

zobaczyc, jak ona wyglada wewnatrz (rys. B), nastepnie z obu czesci uSUllmy

pozorne samoprzeciecia. Po "wyprostowaniu" i "wygladzeniu" otrzymamy dwie

wstegi Mobiusa (rys. C). Caly ten proces mozemy teraz odwrócic. Pokazuje to,

ze butelke Kleina mozna otrzymac "sklejajac" brzegami dwie wstegi Mobiusa.

Rysunki A, B i C znajduja sie na tylnej okladce.

Eksperymentowac mozemy dalej - wytnijmy w sferze kolo (i wyrzucmy

je), a nastepnie polaczmy brzeg tej dziury z brzegiem wstegi Mobiusa.

Otrzymamy ... cos, czego znowu nie mozna narysowac w przestrzeni

trójwymiarowej. To plaszczyzna rzutowa stanowiaca model jednej z geometrii

nieeuklidesowych - geometrii eliptycznej. Moze warto poznac te zjawiska

dokladniej i nie poprzestac na tym artykule, który bardziej przypomina

"machanie rekami" niz precyzyjna matematyke.
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