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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do
1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 

3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N -liczbe osób, które nadeslaly
rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle

punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek

z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana

do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

Rozwiazania zadall z fizyki z numeru 2/1995
Przypominamy tresc zadan:

193. Sily przyplywowe dzialajace na Ziemie ze strony Ksiezyca
powoduja stopniowe spowalnianie obrotu Ziemi (wydluzanie dnia).
Gdy w odleglej przyszlosci obrót Ziemi zsynchronizuje sie z obiegiem
Ksiezyca, plywy ustana. Ile bedzie wtedy wynosila jednakowa

dlugosc dnia i miesiaca, a ile - odleglosc Ksiezyca od Ziemi?
Przyjac, ze moment bezwladnosci Ziemi jest równy 0,33 M R'
(pamietajmy, ze Ziemia nie jest jednorodna kula - srednia gestosc
jadra jest wieksza niz plaszcza i skorupy). Pozostale niezbedne dane
wziac z tablic. Pominac sily plywowe dzialajace ze strony Slonca.

194. Dwa mikrofony umieszczono we wzajemnej odleglosci 0,5 m.

Nietoperz leci w kierunku równoleglym do prostej, na której leza

mikrofony i w danej chwili znajduje sie w odleglosci 10 m od

kazdego z nich. Stwierdzono, ze czestotliwosc "pisku" nietoperza

wynosi 100 kHz, a laczny sygnal (otrzymany z dodania sygnalów
odbieranych przez oba mikrofony) pulsuje z czestotliwoscia 50 Hz.

Z jaka predkoscia leci nietoperz? Predkosc dzwieku w powietrzu

wynosi 330 m/s.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 185 (WT=2,60) i 186 (WT=3,60)
z numeru 10/1994

And:rzej NowogrodzJ:c.i - Chocianów 42,88

Tomasz Wietecha. - Tarnów 40,49

Andrzej Borowski - Alek:!a.ndrów K. 38,48
Aleksa.nder Surma. - Myszków 25,58
Artur Gawryszcza.k - Dubeczno 21,23

193. Wprowadzmy oznaczenia: Tm = 27,32 d - okres obiegu Ksiezyca wokól Ziemi (miesiac

gwiazdowy), Td = 23 h 56 min 4 s = 0,9973 d - okres obrotu Ziemi (doba gwiazdowa),

T' - szukany wspólny okres, Wm = 21rITm, Wd = 21rITd, w' = 21rIT', Mz - masa Ziemi,

M}{ - masa Ksiezyca, n = MzIM}{ = 81,51, R = 384 400 km - srednia odleglosc Ksiezyca
1

od Ziemi, R' - ta odleglosc po ustaniu plywów, Rs = R-- - odleglosc srodka masy ukladu
n+1

Ziemia-Ksiezyc od srodka Ziemi, Rz - promien Ziemi, r Z = Rz I R = 0,01657, RJ( - promien

Ksiezyca, rJ( = RJ( I R = 0,0045, r' = R' I R.

Zadanie sprowadza sie do wykorzystania zasady zachowania momentu pedu. Poczatkowy

moment pedu jest opisany wzorem

J( = wm(MzR} + MJ((R - RS)2 + 0,33MJ(R}() + Wd' 0,33MzR~,

gdzie dla Ksiezyca przyjelismy ten sam wspólczynnik 0,33 w momencie bezwladnosci co dla

Ziemi (praktycznie nie ma to znaczenia, gdyz ten skladnik momentu pedu jest bardzo maly).

Zauwazmy, ze Ksiezyc jest zwrócony do Ziemi stale ta sama strona, czyli jego obrót wokól

wlasnej osi jest zsynchronizowany z obiegiem wokól Ziemi. Jesli tak bedzie takze w stanie

koncowym (znów zalozenie bez istotnego znaczenia), to wzór koncowy ma postac

K = w'(MzR~ + 0,33MzR~ + M]((R' - R:,,)2 + 0,33MJ(R}().

Przeksztalcajac tozsamosc J(pocz = Kkonc dochodzimy do równania

1 ( (1)) 1 1 ,
-,- 1 + 0,33rJ( 1 + - + - .0,33r~(n + 1) = _(,.2 + 0,33(n + l)(r~ + ";dn)),
1m n Td T'

a po podstawieniu danych liczbowych

1
0,04410 = T' (r,2 + 0,00748).

Wedlug trzeciego prawa Keplera R3 I R,3 = T:"'IT'2, czyli r'2 = (T' ITm)4/3 = 0,01215(T')4/3.

Rozwiazujac numerycznie równanie

0,04410 = 0,01215(T')1/3 + 0,00748(T')-1

znajdujemy T' = 47,3 d, skad r' = 1,44 (tyle razy zwiekszy sie promien orbity Ksiezyca).

Istnieje tez drugie rozwiazanie (T' = 0,2024 d, r' = 0,038), lecz wymagaloby ono dostarczenia

energii do ukladu, podczas gdy plywy energie odbieraja.

194. Sygnaly odbierane przez mikrofony sa przesuniete wzgledem siebie w fazie, a róznica faz

wynika z róznicy dróg od nietoperza do jednego i drugiego mikrofonu. Maksimum lacznego

sygnalu przypada wtedy, gdy róznica dróg jest calkowita wielokrotnoscia dlugosci fali A. Jesli

oznaczymy odleglosc miedzy mikrofonami przez d, odleglosc od nich do prostej, wzdluz której

leci nietoperz, przez Z, a przesuniecie nietoperza przez x, to róznica dróg jest dana wyrazeniem

(zob. rys.) JZ2 + (x + d12)2 _ J[2 + (x _ d12)2 :::; xd .
Z

Dl u fal' . , , 330 [mis] 33 W'd ... 1/50 .
ugosc I Jest rowna A = - -- = , mm. I zImy, ze w cIagu s llIetoperz

100 kHz

przelatuje odcinek ZAld = 66 mm, zatem jego predkosc wynosi 3,3 mis.

14



--,• 44
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 2/1995

Przypominamy tresc zadan:

295. Dana jest liczba naturalna n. \Nyznaczyc najmniejsza liczbe m o nastepujacej wlasnoscI.

z kazdego m-elementowego podzbioru zbioru {l, 2, ... , 3n} mozna wybrac liczby a, b, dla których
n < a - b < 2n.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 285 (WT=3,29) i 286 (WT=1,76)

z numeru 9/1994
Knyntof Jedzinia.k - Ka.towice 44,82

Wa.ldemar Pompe - Wa.rsza.wa. 43,89

Mirosla.w Ma.tl'Cga. - Skoczów 43.59

Ada.m Czornik - Bytom 33,01

296. Wewnat.rz trójkata ABC znajduje sie punkt P. Jego odleglosci od wierzcholków A, B C rówl1<

sa odpowiednio Ra, Rb, Rc, a od prostych BC, CA, AB - odpowiednio ra, "b, '·c. Dowiesc, ze

8(VRbRC + raje VRcRa + rb)( VRaRb + rc):::; 27 RaRbRc.

Kiedy zachodzi równosc?

295. Wykazemy, ze naj mniejsza liczba O zadanej wlasnosci jest n + 2.

Jezeli zbiór M nie zawiera takiej liczby, to wówczas zbiór M \ {3n} jest podzbiorem

sumy Al U ... U An zbiorów dwuelementowych

Jezeli zbiór M zawiera co najmniej jedna liczbe b spelniajaca nierównosci n < b < 2n,

to wystarczy przyjac a = 3n: róznica a - b jest wtedy wieksza od n, a mniejsza od 2n.

An = {n,3n - n.

{fIaj'a /

- . - = V cos <p • cos,p <
Rb Re -

< cos<p + cos,p = cos <p +,p cos <p -,p < cosO'
2 2 - ,

ra

Zatem liczba n + 2 ma wlasnosc, o która chodzi. Liczba n + l tej wlasnosci juz nie ma,

bowiem (n + l)-elementowy zbiór {l, ... ,n} U {3n} nie zawiera pary liczb a, b, dla których

n < a - b < 2n.

Zbiór M \ {3n} ma n + 1 elementów, wiec jego czesc wspólna z co najmniej jednym

zbiorem Ak jest zbiorem dwuelementowym. Oznaczajac elementy zbioru Ak przez a j b mamy

szukana pare: a - b = 2n - l.

296. Niech Q bedzie rzutem punktu P na prosta BG. Oznaczmy miary katów BPG, GPA,

APB, BPQ, GPQ odpowiednio przez 20',2/3,2')', <p,,p. Jesli Q jest punktem odcinka BG,

to 20' = <p +,p, a jesli Q lezy poza tym odcinkiem, to 20' = l<p - ,pl. W kazdym przypadku

mamy nierównosc

Niech M bedzie dowolnym (n + 2)-elementowym podzbiorem zbioru {l, 2, ... , 3n}. Jesli c jest

najwieksza liczba w tym zbiorze, to zwiekszajac wszystkie liczby ze zbioru M O jednakowy

skladnik 3n - c otrzymujemy (n + 2)-elementowy zbiór MI, zawarty w {l, 2, ... ,3n}

i zawierajacy liczbe 3n. Zbiór M zawiera taka pare liczb a, b, ze n < a - b < 2n wtedy i tylko

wtedy, gdy zbiór MI zawiera taka pare. Zatem wystarczy ograniczyc uwage do zbiorów

(n + 2)-elementowych, których najwiekszym elementem jest liczba 3n. Niech 111 bedzie takim
zbiorem.

Pietnasty Weteran Klubu 44 M:

pan Jedziniak'

i analogicznie

Rozwiazanie zadania M 743. Nie,

poniewaz t.orus Jest powierzchnia bez

brzegu (t.zn ot.oczenie kazdego punktu
przypomina plaszczyzne). Jesli przez

pewie,., punkt wstegi prowadZImy
cieciPJ to Jego otoczenie nIe przypornin::\

plaszczyzny, tylko pólplaszczyzne

(z brzegiem) Ogólnie: z powierzchni
z brzegiem IllE rnozna wyci'1C powierzchnl

bez brzegu

Nie, poniewaz 11lrówka. moglaby przejsc

1"0 wstedze Miibiusa z dowolnego punktu
do tego samego punktu "po drugiej

stronie" wstegi, czyh z v\'netrza torusa

moglaby wydostac sie na zewnatrz,

co Jest nienl0zliwe. Ogólnie: z powierzchni

orientowalnej (tj. dwustronnej) nie mozna
wyciac powierzchnI nieorientowalnej

(tj. jednostronnej); tTIozna natomiast

z powierzchni jednost.ronnej wyciac

dwustronna, o czym kazrly moze sie

przekonac np. tnac w poprzek wst.ege
l\Iiibiusa.

Poniewaz zas O'+ /3+ ')' = 1r (0',/3,')' < 1r/2), zatem z wkleslosci funkcji cosx w przedziale

(O;1r/2) dostajemy oszacowanie

c_o_s_O'_+_c_o_s_/3_+_c_o_s_')'< cos _0'_+_/3_+_')'__ ~
3 - 3 2

Wobec tego

(~+ ra)(~ + rb)(~ + re)

RaRbRe

_ (1 _ra_) (l _rb_) (1 _re_) <
- + .jRbRe + .jReRa + .jRaRb -

:::;(1 + cosO')(l + cos(3)(l + coS')') :::;

:::;C + cos O'+ ;os /3 + coS')'r :::;Gr
Równosc zachodzi tylko wtedy, gdy O'= /3 = ')'= 1r/3 oraz gdy w kazdym z trójkatów

BPG, CP A, AP B wysokosc poprowadzona z wierzcholka P jest jednoczesnie dwusieczna

odpowiedniego kata - to znaczy, gdy trójkat ABC jest równoboczny, a punkt P jest jego

srodkiem ciezkosci.
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