
Kacik olimpijski (13) Taki jeden fakt, a ile zadan ...

Henryk PA WLOWSK!

3. (XIV MOM) Niech m i n beda nieujemnymi liczbami calkowitymi. Dowiesc,
ze liczba

8. Wyznaczyc najwieksza potege liczby 2, która jest dzielnikiem liczby (2n)!,

gdzie n E N.

[ 2n] [2n] [ 2n ](3 = T + 4 + ... + 2l+l 'a= [~] + [~] + ... + [~],

4. Wykazac, ze dla zadnego n E N liczba 2n nie dzieli liczby n!.

5. Dowiesc, ze dla kazdego n E N liczba (n!)! jest podzielna przez (n!)(n-1l'.

6. (XLIII O.M.) Udowodnic, ze dla kazdej liczby naturalnej k liczba (k!),,2+k+1 jest
dzielnikiem liczby (e)!.

7. Dowiesc, ze dla dowolnych liczb calkowitych nieujemnych m i n liczba

(5m)! . (5n)! . lk.-------- Jest ca oWIta.
m! . n!· (3m + n)! . (3n + m)!

(2m)! . (2n)!

n!.m!.(m+n)!

Niech n bedzie liczba naturalna, p dzielnikiem pierwszym liczby n!, a a

- wykladnikiem, z którym p wystepuje w rozkladzie liczby n! na czynniki pIerwsze.

Okazuje sie, ze

gdzie 2l :::; n < 21+1. A poniewaz Ln = (2n)!/n!, wiec w rozkladzie Ln na czynniki
pierwsze liczba 2 wystepuje z wykladnikiem (3 - a = n.

2. Iloma zerami konczy sie liczba 1995! ?

Rozwiazanie: Trzeba znalezc max{k E N: lOk 11995!}. Ale 10 = 2 ·5, wiec wystarczy

wyznaczyc wykladnik potegi liczby 5, z którym wchodzi ona w rozklad na czynniki

pierwsze liczby 1995! (dlaczego?). A ten, jak juz wiemy, jest równy

[1995] [1995] [1995] [1995] = 399 79 5 3 = 965 + 52 + 53 + 54 + + l + 4.

gdzie s jest taka liczba naturalna, ze pS :::; n < pS+l, a symbol [x] oznacza najwieksza
liczbe calkowita nie wieksza od x.

Istotnie, obliczmy najpierw, ile jest w ciagu 1,2, ... ,n liczb podzielnych przez p.

Jezeli takich liczb jest k, to liczba kp jest wsród nich najwieksza i dlatego

kp :::; n < (k + l)p, czyli k :::; n/p < k + 1. A to oznacza, ze k = [n/p]. Wsród liczb

1,2, ... ,n podzielnymi przez p sa liczby p, 2p, 3p, ... ,[~]p. Mozemy wiec napisac:

n! = p' 2p· .... [!!.]p. MI = p[n1p] . [!!.]!. MI, gdzie MI nie dzieli sie przez p.
p p

jest calkowita.

Wskazówka: Wykazac, ze dowolna liczba pierwsza p wystepuje w rozkladzie

liczby m!· n! . (m + n)! na czynniki pierwsze z wykladnikiem nie wiekszym niz
w rozkladzie liczby (2m)!· (2n)!. W tym celu nalezy udowodnic najpierw nierównosc

[2x] + [2y] ~ [x] + [y] + [x + y].

Jezeli [n/p] < p, to a = [n/p]. Jesli natomiast [n/p] ~ p, to dalej wyodrebniamy

liczby podzielne przez p w ciagu 1,2,3, ... , [n/p]. Jest ich tam (prosze sprawdzic!)

[[n~p]] = [;] . Stad [~]!=P.2P"'" [;]P.M2=p[nIPO]. [p~}'M2'

gdzie M2 nie dzieli sie przez p. I znowu, jesli [n/p2] < p, to a = [n/p] + [n/p2].

W przeciwnym przypadku, tzn. gdy [n/p2] ~ p, rozumujemy jak przed chwila,

dochodzac ostatecznie do zadanego wzoru.

Zastosujmy otrzymany wzór do rozwiazania kilku zadan olimpijskich.

1. (XVIII Olimpiada Matematyczna) Znalezc najwyzsza potege liczby 2 bedaca

dzielnikiem liczby Ln = (n + l) . (n + 2) ..... 2n, gdzie n EN.

Rozwiazanie: Niech a i (3 beda odpowiednio wykladnikami, z którymi liczba 2

wystepuje w rozkladzie liczb n! i (2n)! na czynniki pierwsze. Zgodnie z otrzymanym
wzorem

Rozwiazanie zadania M 753.

Wprowadzmy na plaszczyznie

kartezj anski uk lad wspólrzednych

i oznaczmy l[x,y]1 = vxo +yO,

11[.1;,y]11= max(lxl, Iyl)· Udowodnimy

nastepujace twierdzenie: jesli

Vl)V:3, .. 1 Vn sa takimi wektorami

plaszczyzny, ze IIVjll :S l dla

wszystkich j, to mozna tak dobrac

znaki 1'1,1':3" . ,rn E {-lil},
byllr,v,+,·ovo+· +"nvnll:SZ

Z tego twierdzenia) oczywiscie, wynika

teza zadania, bo dla dowolnego wektora v

zachodza nierównosci Ilvll :S lvi :S V2l1vll.
natomiast 2V2 < 3.

Zatem, do kazdej cwiartki

ukladu wspólrzednych nalezy

co najwyzej jeden wektor v j,

zatem n :S 4 i wystarczy polozyc
1'1 = r'J = = 1'n = 1, aby otrzymac

111",V,+ 1"2V2+ .. + "nvnll :S 2.

WykazalisnlY wiec, przez sprowadzenie

do niedorzecznosci, ze twierdzenie jest

prawdziwe, co konczy dowód.

R.ozwiazanie zadania F 415. Moc
\ivypromieniowywana przez powierzchnie

Slol'lca wynosi, zgodnie z prawenl

Stefana-Boltzmanna P = 411" R~ . aTi;

a = 5,67· 10-8 m~~('J' Strumiet1 energii
przeplywajacej w jednostce czasu przez

prostopadla do kierunku promieni

slonecznych powierzchnie jednostkowa

umieszczona w odleglosci R od centrum

Slonca wynosi Js(R) = P/4rrR2
Dla satelity ziemskiego mozna

przyjac R = Rz-s. W jednostce

czasu satelita absorbuje wiec energie

t:;,,~ = J s(Rz_s)n;at· Energia
wypromieniowana z satelity w jednostce

czasu wynosi 47rr;at . aT;Jat. Temperatura

satelity bedzie ustalona, gdy energia

absorbowana i emitowana beda równe.

Ostatecznie dostajemy wiec

IJfcT,at = Ts' --~- "" 290 K = 17°C.
2Rz_s

Przeprowadzimy dowód nie wprost.

Zalózmy, ze twierdzenie jest falszywe

i niech n bedzie naj mniejsza liczba

naturalna, dla której istnieje

kontrprzyklad, czyli takie wektory v"

V2, ... J Vn o dlugosci nie wiekszej

niz l, ze dla dowolnego ukladu znaków

jest IIr,v, + "OVO+ .. + rnvnll > 2.

Kazdy z wektorów Vj nalezy

do jednej z cwiartek ukladu

wspólrzednych: {[x, y] E R.o x, y ;:: O},

{lx,y]En? x;::O>y},

{[x,y] E rr2 y;:: O > :d,
{[x, y] ER.o x,y < O}. Wykazemy,

ze do kazdego z tych zbiorów nalezy

co najwyzej jeden z wektorów v]
Istotnie, jesli np. v, i V2 naleza do

jednego z tych zbiorów, to latwo

sprawdzic, ze liv, - v211 :S 1,

a zatem uklad wektorów VI - V2,

V3, . , V n spelnia nasze twierdzenie.

Istnieje wiec taki uklad znaków,

zell1",(v,-vo)+"3v3+' ·1"nVnll:S2.

Ale wówczas biorac uklad znaków r"

1''J = -1"1, 1'3, .. , 1'n widzimy, ze wektory

Vi, V'J,. , Vn równiez spelniaja
twierdzenie, wbrew zalozeniom.
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