
Pole trójkata sferycznego

i wzór Eulera

Marek KORDOS

N a sferze za proste uwaza sie jej geodezyjne. A geodezyjne jakiejs

powierzchni to najmniej krzywe linie na niej. A najmniej krzywymi

liniami na sferze (powierzchni kuli) sa jej okregi wielkie. Dwie

takie "proste" przecinaja sie w dwóch antypodycznych punktach

(antypodyczne punkty to takie, ze laczacy je odcinek przechodzi

przez srodek sfery) i dziela sfere na cztery dwukaty (tak! na sferze

sa dwukaty). Dwukat ma dwa katy, ale zawsze sa one równe.

Pole dwukata o kacie a jest równe 2a . R2, gdzie R to promien sfery.

Bardzo latwo to uzasadnic. Pole dwukata jest w oczywisty sposób

proporcjonalne do jego kata. Gdy zas kat wzrosnie do 7r, dwukat

stanie sie pólsfera, czyli bedzie mial pole 27r . R2 i juz.

Dla obliczenia pola trójkata sferycznego wygodnie bedzie sie zajac

sfera jednostkowa - wynik pomnozymy przez R2 i bedzie dobrze dla

dowolnej sfery, gdyz kazda sfera jest podobna do sfery jednostkowej
w stosunku R.

Twórca
wspólczesnej
geometrii

Mikolaj
Lobaczewski
(1792~1856)
(artykul zamieszczony w nr. 61 Trybuny Ludu

z 3 marca 1956 roku przypomniany nam przez

Mieczyslawa Karpinca)

Karol BORSUK

Wsród idei pozostawionych nam

w spusciznie przez swiat antyczny,

najbardziej pewnymi, i w pewnym

stopniu ostatecznymi, wydaja sie byc idee

geometrii elementarnej, sformulowane

przez znakomitego matematyka wczesnej

epoki hellenistycznej - Euklidesa

(okolo r. 300 przed n.e.) w dziele
pt. "Elementy" . Od przeszlo dwóch tysiecy

lat dzielo to zachowuje swa wartosc

naukowa i dotychczas kurs geometrii

wykladany w szkole sredniej w zasadzie

nie wykracza poza jego zakres.

Euklides oparl wyklad geometrii na

niewielkiej liczbie tzw. aksjomatów

przyjetych bez dowodu, st.arajac sie
wyprowadzic z nich cala reszte rozwinietej

przez siebie t.eorii. Jak wiadomo,
geometria elementarna stanowi podstawe

znacznej czesci przyrodoznawst.wa,

podstawe niezmiernie pewna, nigdy

bowiem bezposrednie doswiadczenie nie

doprowadzilo do wyników niezgodnych

z twierdzeniami geometrii.

Niech interesujacy nas trójkat ma katy a,(3". Cala sfera (o polu 47r)

to suma szesciu dwukatów - po dwa odpowiadajace kazdemu z katów

- minus cztery pola trójkatów, bo jest ich dwa (na rysunku 2 jeden

jest czarny, a drugi kolorowy) i kazdy jest przykryty trzy razy, wiec

dwa z nich trzeba usunac. Oznaczajac pole trójkata przez Ll mamy

2· (2a + 2(3 + 2,) = 47r + 4Ll.

Otrzymalismy zatem

Ll=a+(3+,-7r,

a dla dowolnej sfery to samo pomnozone przez R2.

Poniewaz kazdy wielokat sklada sie z trójkatów, wiec pole P n-kata

sferycznego daje sie obliczyc ze wzoru

p = 0:1 + a2 + ... + an - (n - 2)7r ,

ewentualnie pomnozone przez R2 (ai to katy n-kata).

Wynika stad bardzo sprawnie wzór Eulera. Trzeba tylko zauwazyc,

ze wieloscian wypukly ma te wlasnosc, iz da sie tak "nadmuchac",

by stal sie sfera. Inaczej: ogladajac go z wewnatrz widzimy jego

sciany, krawedzie i boki jakby namalowane na jakiejs sferze (tak jak

w starozytnosci na sferze widziano wszystkie gwiazdy).

Rys. 1 Rys. 2 Potrzeba bylo niezmiernej odwagi

myslenia, by zdobyc sie na poglad,

ze koncepcja geometrii przyjeta przez

Euklidesa nie jest jedyna, lecz ze obok

niej postawic mozna koncepcje innych

geometrii, przy czym nie ma pewnosci,

która z nich lepiej opisuje .zjawiska swiata

rzeczywist.ego. Ten niezmiernie rewolucyjny

krok w dziejach mysli ludzkiej dokonany

zostal przez genialnego matematyka

rosyjskiego Mikolaja Lobaczewskiego,

którego setna rocznica smierci obchodzona
jest w tym roku przez nauke swiatowa.

Mikolaj Lobaczewski urodzil sie

w roku 1792 w Niznim Nowgorodzie (dzis

Gorki) jako syn skromnego urzednika
ziemskiego. Dla czytelnika polskiego

int.eresujaca bedzie moze wiadomosc,

ze ojciec Mikolaja Lobaczewskiego - Jan

(Iwan) Lobaczewski pochodzil z Polski.

Wedlug oswiadczenia córki Mikolaja
Lobaczewskiego, W. Achlopkowej, Jan

Lobaczewski byl "katolikiem, architekt.em,

wychodzca z Carstwa Polskiego".
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Cale zycie spedzil Mikolaj Lobaczewski

w Kazaniu, gdzie ukonczyl szkole

srednia, a nastepnie (w roku 1811)
uniwersytet ze stopniem magistra nauk
matematyczno-fizycznych. W roku 1816,

a wiec jako 24-letni mlodzieniec, zostal

profesorem matematyki uniwersytetu
w Kazaniu.

W tym tez czasie zainteresowania jego

zwracaja sie ku geometrii elementarnej.

Wsród aksjomatów, na których

Euklides zbudowal swa geometrie,

wystepuje tzw. "postulat V", zwany tez
aksjomatem Euklidesa. Aksjomat ten mówi

(w sformulowaniu nieco uproszczonym),
ze o ile w plaszczyznie dana jest prosta
i punkt na niej nie lezacy, to przez punkt

ten mozna poprowadzic w tej plaszczyznie

dokladnie jedna prosta, która prostej

danej nie przecina (a wiec tzw. prosta

równolegla do prostej danej). Aksjomat
ten byl przedmiotem dlugotrwalych
i wszechstronnych badan, przypuszczano

bowiem, ze jest on dla zbudowania
geometrii zbyteczny, gdyz daje sie

wyprowadzic z pozostalych aksjomatów
przyjetych przez Euklidesa. Liczne próby

podania dowodu tego aksjomatu, podjete

przez wielu matematyków poczynajac

od starozytnosci (Proklus), a konczac
na znakomitym matematyku francuskim

wieku XIX, Legendre, zawiodly.

Równiez i Mikolaj Lobaczewski próbowal

poczatkowo przeprowadzic tego rodzaju

dowód, lecz szybko zdal sobie sprawe
z daremnosci tych wysilków i powzial

niezmiernie smiala mysl zbudowania nowej

geometrii, róznej od geometrii Euklidesa,

w której aksjomat Euklidesa nie bylby

spelniony. W roku 1826 przedstawil
on wyniki swych badan na posiedzeniu

Wydzialu Matematyczno-Fizycznego

Uniwersytetu w Kazaniu, wyglaszajac
odczyt pt. "Rozwazania nad podstawami

geometrii". W odczycie tym przedstawil

on po raz pierwszy koncepcje nowej

geometrii, istotnie róznej od tradycyjnej

geometrii Euklidesa. W roku 1829 ukazala
sie w rocznikach uniwersytetu w Kazaniu

rozprawa Mikolaja Lobaczewskiego

pt. ,,0 zasadach geometrii", w której
wylozyl on zarys stworzonej przez siebie
teorii.

Prawdopodobnie znaczna czesc

Czytelników niniejszego artykulu odczula

pewne rozczarowanie, dowiadujac sie,
ze wielkie odkrycie Lobaczewskiego polega

na zbudowaniu teorii rózniacej sie od
geometrii Euklidesa jedynie zaprzeczeniem

jednego z aksjomatów, którego tresc

wydaje sie byc interesujaca jedynie dla
szczuplej liczby specjalistów. Wielu

osadzi, ze dzielo Lobaczewskiego bylo
przyslowiowa "burza w szklance wody",

zupelnie niewspólmierna
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Zatem mozemy dowodzic wzoru Eulera dla poligonizacji sfery, czyli

podzialu jej na wielokaty. Oznaczmy przez 5 liczbe wielokatów,

przez K liczbe ich boków (pamietajmy: kazdy bok jest bokiem

dwóch wielokatów) i przez W laczna liczbe ich wierzcholków

(5, K, TV to równiez, odpowiednio, liczba scian, krawedzi

i wierzcholków wieloscianu).

Dowiedziemy zatem wzoru Eulera nie tylko dla wieloscianów wypuklych, lecz takze dla

wszystkich tych, które do sfery "rozdmuchac" sie dadza·

Dodajac ich pola, obliczone z uzyskanego przed chwila wzoru,

otrzymujemy

47r = 27r . W - 2K . 7r + 5 . 27r .

Z lewej strony jest pole calej sfery. Pierwszy wyraz z prawej

to suma wszystkich katów wszystkich wielokatów - w kazdym

z wierzcholków skladaja sie one na kat pelny. 2K to suma "enów" ,

liczby boków kazdego z wielokatów - jest ona dwa razy wieksza od

liczby krawedzi, co juz wczesniej zauwazylismy. Wreszcie 5 to liczba

wielokatów; bierzemy ja 27r razy, bo we wzorze wystepowala dwójka.

To juz koniec, bo dzielac otrzymana równosc przez 27r otrzymujemy

wzór Eulera, czyli

W-K+5=2.

Suplement do Baral1czaka

Nie pamietam, w jakim magazynie Stanislaw Baranczak prowadzil

rubryke "Ksiazki najgorsze" - znam ja tylko z wydania ksiazkowego.

Wyszydzal tam figlarny styl, swiadczace o nieuctwie braki jezykowe,

pustoslowie, sztucznosc - wszelka szmire. Dzis ja chce dorzucic jedna

pozycje do tej niezbyt chlubnej listy - podrecznik Wlodzimierza

Janiaka pod tytulem Wstep do "M athematica" - programu do

obliczen matematycznych, wydany przez Wydawnictwo PLJ

w Warszawie (1994).

Lektura tej ksiazki przypomniala mi wymyslona przeze mnie postac

Profesora Idziego Tyzroba. Idzi Tyzrób zaczal swa edukacje od

studiów na uniwersytecie w Murzasichlu, gdzie zostal przyjety po

udzieleniu poprawnej odpowiedzi na pytanie "Kto tam?" . Gdy

okazalo sie, ze nie umie pisac ani czytac, otrzymal dyplom magistra

i zapisano go do szkoly powszechnej. Opowiadal w wiele lat potem,

ze te kilkanascie lat, jakie spedzil w szkole na zglebianiu elementarza

i rachunków w zakresie do 100, nalezalo do najpiekniejszych

i najbardziej twórczych okresów jego zycia.

Po ukonczeniu szkoly powszechnej Idzi, teraz juz z tytulem

docenta nadzwyczajnego, wyjechal na studia doktoranckie do

Milanówka, gdzie kontynuowal rozpoczeta w szkole powszechnej

nauke. Z biegiem lat doszedl do wspanialych rezultatów, z których

najwazniejszy to odkrycie operatorów leniwych, znanych tez

pod nazwa operatorów Tyzroba. Mówimy, ze A jest operatorem

leniwym, gdy A(x) mogloby sie równac y, gdyby mu sie tylko

chcialo. Wprowadzenie operatorów leniwych zrewolucjonizowalo

cala matematyke. Gdy bowiem rozwiazujemy dowolne zadanie U,

wystarczy znalezc odpowiadajacy mu operator leniwy Len(U).



Nastepnie zas jasno widzimy, ze nie ma najmniejszej potrzeby,

by zadanie U mialo byc rozwiazane jeszcze dzisiaj i odkladamy

robote do nastepnego dnia. Zachodzi przy tym nastepujace

Twierdzenie Tyzroba (Tyzrobian Theorem, Tyzrobische S'atz,

Theoreme Tyzrobienne, Tyzrobowskaja Tieorema): Dla kazdego

zadania istnieje odpowiadajacy mu operator leniwy.

Mimo braku wyksztalcenia humanistycznego (a takze jakiegokolwiek

innego), braku erudycji i uzdolnien, polotu, sumiennosci, a takze

elementarnej przyzwoitosci - profesor Tyzrób pisywal artykuly,

eseje i ksiazki na tematy socjologiczne, filozoficzne i filatelistyczne.

Gazety, w których publikowal Profesor, byly kupowane juz od

wczesnych godzin rannych, a jego ksiazki staly sie podpora niejednej

pólki bibliotecznej!

Tu (uwaga, uwaga!) koniec zartów. Program (a raczej pakiet)

Mathematica jest jednym z najlepszych i najbardziej uniwersalnych

programów do matematyki teoretycznej, zarówno na poziomie

szkolnym, uniwersyteckim, jak i politechnicznym. Zostal stworzony

przez Stephena Wolframa i chyba kazdy, kto z tego programu

korzysta, zna oryginalny podrecznik Wolframa.

Nie sprawdzilem, ale Wlodzimierz Janiak jest chyba jednym

z uczniów Idziego Tyzroba. Po pierwsze, wydana pod jego

(p. Janiaka) nazwiskiem ksiazka "Wstep do Mathematica" jest

zwyklym plagiatem podrecznika Wolframa. To jest obecnie

karalne. Spróbujmy jednak wybaczyc Wlodzimierzowi Janiakowi

i Wydawnictwu PLJ to naruszenie prawa autorskiego. Akurat to

mozna od biedy przeliczyc na pieniadze i licze na to, ze sprawa

znajdzie pozytywny epilog w sadzie. Gorsze jest to, ze Autor kpi

sobie w zywe oczy z Czytelnika - trudno znalezc inne okreslenie na

oddanie stylu, w jakim napisana jest ta ksiazka. Stosowne przyklady

- lllzeJ.

Jak zly uczell na klasówce, 'i\Tlodzimierz Janiak nie rozumie,

co przepisuje. A ze nie zna matematyki nawet w zakresie szkoly

podstawowej, efekt tego sciagania mozna strescic znanym

powiedzeniem, które najlepiej brzmi po rosyjsku: "i smieszno,

i straszno". Wydaje sie niewiarygodne, zeby Autor(?) ksiazki

o matematyce wyzszej mial klopoty z materialem VI klasy szkoly

podstawowej. A jednak! Wymienie tylko co bardziej pikantne

przyklady.

Zamiast "rozlóz liczbe na czynniki pierwsze" pan Janiak uzywa

na stronie 36 zwrotu "zredukuj iloczyn do skladników" , a na

stronie 157 "podaj liste czynników i ich wykladniki" . Wynik to

"podzielniki podstawowe" (str. 301). Obliczenia z dokladnoscia do

ilus tam cyfr po przecinku nazywa "z precyzja do n dekad" (str. 41

i wiele razy dalej), najzwyklejszy czworokat to "kwadraterala"

lub "kwadratela" (str. 127 i dalsze), reszta z dzielenia k przez n
nazywana jest "pozostaloscia" lub "pozostalosciami" (str. 155,

302), zamiast "w ukladzie pozycyjnym" mamy PRL-owsko

brzmiacy zwrot "na bazie" (str. 155). Ciekawe jest tez okreslenie

wieloboków - to "wielonarozne figury geometryczne" (str. 259).

W wyrazeniu postaci Gb liczba a jest u Wlodzimierza Janiaka

"nadpisem" , b - "podpisem". Ciekawe, jak Autor zrobilby "wykres

trójwymiarowy na plaszczyznie" (str. 179)! Konia z rzedem temu,

kto domysli sie, ze "wykresl wszystkie czlony miedzy licznikiem

i mianownikiem" znaczy "skrócic ulamek", a "rozlacz czlony

z najprostszym mianownikiem" to po prostu "rozlóz na ulamki

proste". Zas pól królestwa i reke córki oferowalbym temu, kto
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z przemawiajacymi do wyobrazni
odkryciami Kopernika, Newtona, Darwina

czy Einsteina. Nalezy jednak wziac pod

uwage, ze odkrycie Lobaczewskiego
wstrzasnelo najbardziej ustalonymi

pogladami, uwazanymi za prawdy tak
bezsporne, ze watpienie o nich wydawalo

sie niedorzecznoscia·

Obecnie przyzwyczailismy sie do mysli,

ze jakkolwiek doswiadczenie potwierdza

stale prawdziwosc tez geometrii Euklidesa,

to jednak mozna przypuszczac, ze fakt
ten nie tyle jest nastepstwem absolutnej

zgodnosci tej teorii z rzeczywistoscia,

ile jedynie tego, ze odtwarza ona
rzeczywistosc z tak dobrym przyblizeniem,

ze odchylell. tych nie dostrzegamy.
W czasach jednak Lobaczewskiego mysl,

ze geometria Euklidesa opisuje jedynie

w przyblizeniu wlasnosci przestrzeni,
w której odbywaja sie zjawiska swiat.a

materialnego, i ze moze istniec geometria

istotnie rózna od geometrii Euklidesa
- byla niezmiernie rewolucyjna. Wielki

matematyk niemiecki Gauss, który

w poczatku XIX wieku, niezaleznie od

Lobaczewskiego, doszedl do podobnych
koncepcji, zrezygnowal z ich opublikowania

z obawy przed krytyka, która moglyby
wywolac idee tak rózne od ustalonych

pogladów.

Obawy Gaussa byly uzasadnione.

Wystapienie Lobaczewskiego nie

spotkalo sie z uznaniem wspólczesnych.

Uwazano je za dziwactwo i nonsens

pozbawiony naukowego znaczenia
i przewaznie pomijano je milczeniem

lub zbywano zlosliwymi docinkami.

Podobnie zreszta swiat ówczesny odniósl

sie do opublikowanych w pare lat
pózniej prac wybitnego matematyka

wegierskiego J. Bolyaia, który niezaleznie
od Lobaczewskiego zbudowal geometrie
oparta na zaprzeczeniu aksjomatu

Euklidesa. Obojetnosc wspólczesnych
i zlosliwa krytyka zniechecily Bolyaia

do dalszych badan nad geometria

i spowodowaly jego odsuniecie sie

od dzialalnosci naukowej. Natomiast

Lobaczewski nie zalamal sie i przez cale

swe zycie walczyl uparcie o zwyciestwo

swych idei. Oglosil on w latach 1829-1855

kilka rozpraw, w których poszerzal i coraz
glebiej uzasadnial odkryta przez siebie

nowa geometrie, wskazujac poza tym na

jej zastosowania (w rachunku calkowym).

Przypominal Kopernika, pracujac
w odosobnieniu, daleko od glównych
osrodków mysli naukowej, rozwijajac

z godnym podziwu hartem ducha swa

nowa, sprzeczna z ustalonymi pogladami,

rewolucyjna koncepcje. Ostatnia swa prace
pt. "Pangeometria" dyktuje u schylku

swego zycia (rok 1855) schorowany i prawie
niewidomy. Bylo to w momencie, w którym
triumf jego idei byl juz bliski.



Niech mi bedzie wolno zacytowac za

matematykiem radzieckim W. Kostinem,

matematyka angielskiego W. Clifforda,
który w nastepujacy sposób charakteryzuje

znaczenie dziela Lobaczewskiego dla

naukowej mysli wspólczesnej:

"Czym byl Vesale dla Galena, czym

Kopernik dla Ptolemeusza, tym byl
Lobaczewski dla Euklidesa. Miedzy

Kopernikiem i Lobaczewskim istnieje

ciekawe podobienstwo - obydwaj sa

z pochodzenia Slowianami, kazdy z nich

dokonal rewolucji w pogladach naukowych
i obie te rewolucje maja równie doniosle

znaczenie, sa to bowiem rewolucje
w naszym pojmowaniu wszechswiata."

W artykule tym nie moze byc mowy

o blizszym wniknieciu w zbudowana przez

Lobaczewskiego geometrie (zwana czasem

hiperboliczna). Poprzestane tu wiec na

paru uwagach, które rzuca moze troche
swiatla na róznice oraz na podobienstwa

miedzy geometria Lobaczewskiego

a geometria Euklidesa.

Wspomnialem juz, ze uklad aksjomatów,

na którym opiera sie geometria

Lobaczewskiego, rózni sie od ukladu
przyjetego przez Euklidesa jedynie
zastapieniem tzw. aksjomatu Euklidesa

przez jego zaprzeczenie. Wynika stad,
ze wszystkie te twierdzenia geometrii

Euklidesa, których dowody nie opieraja

sie na aksjomacie Euklidesa, obowiazuja

tez w geometrii Lobaczewskiego.

A wiec obie te geometrie maja dosc
obszerna klase wspólnych tez, klase

stanowiaca tzw. geometrie absolutna.

Do twierdzen geometrii absolutnej

nalezy np. twierdzenie, ze suma dwóch

boków w trójkacie jest wieksza od boku

trzeciego. Podobnie jest z tak zwanymi

cechami przystawania trójkatów, znanymi

z geometrii elementarnej.

By dac przyklad twierdzen geometrii

Lobaczewskiego nie wystepujacych
w geometrii Euklidesa, wspomnijmy,

ze z zaprzeczenia aksjomatu Euklidesa

wynika juz (przy pomocy pozostalych

aksjomatów), ze w plaszczyznie przez
kazdy punkt nie polozony na prostej

danej przeprowadzic mozna zawsze, nie

jedna, jak w geometrii Euklidesa, ale

nieskonczenie wiele prostych, które prostej

danej nie przecinaja. Warto tez wspomniec

o niektórych istotnych róznicach obu

geometrii w zakresie wlasnosci trójkatów.
Wiadomo mianowicie, ze w geometrii

elementarnej (tj. geometrii Euklidesa),

. L b k' '1 zgadlby, ze "dlugosc liczby (liczba pozycji) na bazie b" to po prostuKoncepCja o aczews lego stanowl a .
. . lki l l d l lIczba cyfr danej lIczby w ukladzie PozycYJnym o podstawie b.pierwszy Wle wy om w pog a aCl na , .... , .

istote geometrii, otwierajacy nowe, szerokie J eslI prze~lumaczy~y na Jez~~( ~olskl zdalll~, ktore w przekladzie
horyzonty. Po tym wylomie wkrótce pana J amaka brzmi: "Wartosc lIczbowa z me znanego wymku

nastapily dalsze. moze byc obliczona z zadana precyzja" , otrzymamy po prostu:
"Dokladny wynik nie jest znany, mozna go jednak obliczyc

z dowolna dokladnoscia" .

Wreszcie, tzw. wieczny kalendarz (program wyznaczajacy dziei}

tygodnia, przypadajacy w danym dniu roku) opisany jest jako

"zunifikowane obliczenie kalendarza przez zalozenie, ze kalendarz jest

ogólniem[!] pierwiastków mieszanych prezentowanych przez liste."

Poniewaz Autor ma klopoty z matematyka szkoly podstawowej,

latwo sobie wyobrazic, co dzieje sie, gdy przechodzi do licealnej

i jeszcze wyzszej. Czasami, oczywiscie, cos sie zgadza, ale kazda

strona tekstu dowodzi, ze Autor ma o matematyce takie pojecie, jak

ja o jezyku hiszpanskim (bylem kiedys trzy tygodnie w Madrycie

i nauczylem sie slów potrzebnych do biologicznego przezycia: pan,

cerveza, mujer, aiuto, domani, pardon, beefsteak, Hande weg, paszol

won ty). A propos - pan Janiak byc moze zna hiszpanski (kastylijski,

a moze i katalonski), bo stala Catalana (po angielsku: Catalan

constant) nazwal stala katalonska.

Ale nie tylko z powodu matematyki pan Wlodzimierz Janiak nie

powinien zostac promowany do VIII klasy szkoly podstawowej. Oto

próbki stylu, jakim posluguje sie Autor podrecznika dla uczniów,

studentów i mlodych naukowców:

"Kiedykolwiek zaistnieje X, Mathematica zamieni liczbe X na 5"

(str. 29),

"Dobroc dopasowania" (krzywych do danych, str. 201),

"odsluch" (str. 137),

"Funkcje tego pakietu nie tylko udowadniaja istnienie, lecz

takze tworza swiadectwo, ze dana liczba jest liczba pierwsza

(np. odpowiednio krótki zbiór danych), zeby udowodnic primality

(bycie liczba pierwsza)", str. 270,

"Rozwiazujac równanie algebraiczne, np.( ... ), kazde rozwiazanie

wzgledem x jest liczba" (str. 62) - uff, to "rozwiazanie rozwiazujace, . "
rowname ... ,

"Podajac inna wartosc dla punktu poczatkowego, wartosc minimum

lokalnego moze byc inna" (str. 64),

"Arytmetyka moze byc osadzona na dowolnej bazie od 2 do 16

i mozna uzyc kazdy z kilku schematów" (str. 272).

Autor uwaza, ze zna jezyk angielski dobrze, a Czytelnicy wcale.

I objasnia: "alpha, beta sigma i lambda oznaczaja alfa, beta, sigma

i lambda" (str. 197 - zachowalem bledy drukarskie oryginalu).

I bardzo dobrze, jak mawial w kabarecie "Owca" Jerzy Dobrowolski.

Takie beda Rzeczypospolite, jakie ich mlodziezy chowanie.

Potencjalnym odbiorca podrecznika Wlodzimierza Janiaka

bedzie uczen lub student. Czego sie oni naucza? Zdobeda troche

wiedzy o programie Mathematica - bo przeciez dla wielu z nich

polskopodobny jezyk, jakim posluguje sie pan Janiak, bedzie

bardziej zrozumialy niz angielski. Zrozumieja, ze nie warto

niczego robic porzadnie, ze tzw. dobre imie to wymysl zgnilych

intelektualistów, ze prawo jest po to, aby sobie z niego kpic, ze tylko

frajerzy ucza sie, bo przeciez forse mozna zrobic na oszustwach

i wyludzeniach. I tak wejdziemy w XXI wiek. Powodzenia, mlodzi!

Podziekujcie Wlodzimierzowi Janiakowi i wydawnictwu PLJ

(Warszawa, ul. Uniwersytecka 1 m. 13, tel. (22)-659-42-83).
Michal SZUREK
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Patrz w 'niebo

Nie jest tez tak z kierunkiem obiegu satelitów planet. Wprawdzie znaczna

ich wiekszosc obiega swoje planety ruchem prostym, ale Saturn ma

jednego satelite o ruchu wstecznym (Phoebe), a Jowisz cztery (Ananke,

Carme, Pasiphae i Sinope). Nawiasem mówiac te cztery nazwy dla

satelitów Jowisza zostaly swego czasu specjalnie dobrane, wszystkie kOl1cZa

sie na "e". W ogólnosci jednak nie kazdy satelita o nazwie konczacej sie

na "e" ma ruch wsteczny. Przyczyny wstecznego ruchu satelitów planet sa
do dzis wlasciwie nie zn,ane.

suma katów w dowolnym trójkacie jest

równa 180 stopni. W geometrii absolutnej

twierdzenie to nie daje sie dowiesc, mozna

natomiast okazac, ze suma katów trójkata

jest badz równa 180 stopni, badz mniejsza

od 180 stopni. Zaleznie, która z tych

ewentualnosci zachodzi, mamy geometrie
Euklidesa lub geometrie Lobaczewskiego.

Jezeli jednak rozmiary trójka.ta sa

dostatecznie male, to suma jego katów

staje sie bardzo bliska 180 stopniom.

Ze wzrostem trójkata odchylenie to staje

sie coraz wieksze. Fakt ten pozwala

szukac odpowiedzi doswiadczalnej na

pytanie, czy swiat zbudowany jest wedlug

geometrii Euklidesa, czy moze wedlug

geometrii Lobaczewskiego. W tym

celu zmierzmy sume katów dowolnego

trójkata. Jezeli obowiazuje geometria

Euklidesa, suma ta powinna wynosic

dokladnie 180 stopni, jezeli obowiazuje

geometria Lobaczewskiego - powinna byc

mniejsza od 180 stopni. Najbardziej jednak

precyzyjne pomiary nie sa calkowicie

dokladne, a wiec za ich pomoca. nigdy
nie mozemy stwierdzic, ze suma katów

jest dokladnie równa 180 stopniom.

Doswiadczenie wiec tego rodzaju nie

pozwoli z cala pewnoscia stwierdzic,

ze obowiazuje geometria Euklidesa.

Natomiast nalezy liczyc sie z mozliwoscia,

ze mierzac trójkaty dostatecznie duze

(o wymiarach kosmicznych), w sposób

bardzo dokladny, bedzie mozna na tej

drodze stwierdzic, ze geometria Euklidesa

w swiecie rzeczywistym nie obowiazuje.

Nowoczesne koncepcje fizyczne (teoria

wzglednosci) przyjmuja, ze geometria
Euklidesa daje dobre przyblizenie

rzeczywistosci jedynie w obszarach niezbyt

wielkich. W skali kosmicznej nalezy

poslugiwac sie inna geometria. Jakkolwiek

nie jest nia geometria Lobaczewskiego,

to jednak Lobaczewski byl tym, który

stwarzajac swa geometrie pierwszy wyszedl

swiadomie i konsekwentnie poza koncepcje
przestrzeni pozostawiona nam przez swiat

antyczny.

Stworzenie nowej geometrii jest dzielem,

które imie Mikolaja Lobaczewskiego
ozdobilo blaskim niesmiertelnej slawy.

Dlatego tez w artykule tym mówilem tylko

o tym jego dziele. Warto jednak wspomiec,

ze w ciagu swego pracowitego zycia

w skromnym srodowisku prowincjonalnego

uniwersytetu genialny ten czlowiek
napisal szereg wartosciowych prac

równiez z innych dzialów matematyki

(algebry, teorii szeregów, rachunku

calkowego). Ponadto nie uchylal sie od

prac organizacyjnych i administracyjnych,

pelniac przez blisko 20 lat obowiazki
rektora Uniwersytetu w Kazaniu. Umarl

24 lutego 1856 roku.

Poniewaz stosunek R/ h jest bardzo

maly, drugi i trzeci wyraz sa praktycznie

zaniedbywalne, a zaten1

7rh[;[;' ,t ~ - --- ~ 64,5 dnIa.
2 2GiVI

Inne rozwiazanie: Trajektoria spadajacej

ZIemi jest elipsa zdegenerowana do

odcinka, którego jeden koniec znajduje sit~

na orbicie Zienli, a drugi w srodku S l Ot'l (';-1

C7ias spadania jest równy polowie okresu

ruchu po tej elipsie. Duza pólos tej elip,)

jest równa polowie promienia orbity Ziemi

Zgodnie z trzecim prawem KepJera czas

spadania wyrazony w latach jest równy

1 (1) 3/3
t = - - lat

2 2 l

czyli nieco wiecej niz dwa miesiace.

Tomasz KWAST

J V dy1 - V

Okazuje sie, ze jest tez przyklad ruchu wstecznego w wiekszej skali.

Mianowicie w Warkoczu Bereniki lezy galaktyka M64 (a wiec dosc bliska

i jasna, skoro ~nalazla sie w katalogu Messiera), w której obszar centralny

o promieniu rzedu l kpc rotuje w przeciwna strone niz cala galaktyka.

Stwierdzono to kilka lat temu w wyniku radiowych obserwacji neutralnego

wodoru w tej galaktyce, prowadzonych za pomoca sieci radioteleskopów

Very Large Array w Nowym Meksykl\ (USA) oraz w obserwatorium

w "Vesterborku (Holandia). Fala 21 cm, emitowana przez wodór,

jest pozornie dluzsza, gdy obE'zar wodoru oddala sie od obserwatora,

a krótsza, gdy zbliza - jest to efekt Dopplera powodujacy równiez

poczerwienienie lub poniebieszczenie swiatla widzialnego pochodzacego

z ruchomego zródla. Wlasnie w M64 owo radiowe poczerwienienie

i poniebieszczenie wzglednie malej czesci centralnej jest przeciwne niz

calosci galaktyki. Przypuszcza sie, ze przeciwbiezna rotacja jest skutkiem

tego, ze galaktyka M64 powstala z dwóch innych rotujacych w przeciwne

strony. Co prawda, nikt dotychczas jeszcze tego porzadnie nie sprawdzil,
np. poprzez numeryczne symulacje.

Z zasady zachowanIa energii

l o GAf Gm-/J----=---
2 :r fi.,

otrzymujemy predkosc

v = _J2GM(h - :u)hx

Rozwiazanie zadania F 427. Czas

spadania obliczymy call<u.iac równanie

d,r
v =-

dt

(x jest chwilowa odlegloscia Ziemi od

Slonca)

Wszystkie planety obiegaja Slonce w tym samym kierunku - fakt ten

wydaje sie tak banalny, ze nie poswieca mu sie niemal zadnej uwagi. Skoro

Uklad Sloneczny powstal z jakos wirujacej pierwotnej mglawicy, to nic

dziwnego, ze nadal wszystko obraca sie jak poprzednio.

Ale nie jest tak z rotacja samych planet - trzy rotuja w kierunku

wstecznym, tzn. przeciwnie do kierunku obiegu wszystkich planet: Wenus,

Uran i Pluton. V>lprzypadku Urana jest to akurat dosc formalne, bo jego
os obrotu lezy niemal w plaszczyznie orbity.

Tak wiec

1

t=h /hi'V2Gi:i

R/h

Po obliczeniu calki otrzynlujemy
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