
Rozwiazanie zadania F 433. Równanie

ruchu pocisku ma postac
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Rys. 1

Hustawka

Krzysztof ERNST

Hustanie sie na hustawce jest niewatpliwie jedna z naj popularniejszych zabaw

okresu dzieciecego. Jest tez zajeciem znakomicie relaksujacym i to niezaleznie od

wieku. Najprostsza odmiana hustawki, czyli trapez, jest wreszcie z powodzeniem

wykorzystywana do wykonywania efektownych ewolucji i akrobacji.

Siadajac na hustawce nie zastanawiamy sie prawie nigdy nad tym, jaka

sekwencja ruchów pozwoli nam hustawke rozbujac. Wszystkie ruchy wykonujemy

intuicyjnie i zazwyczaj prowadza nas one do oczekiwanych efektów. Co ciekawe,

znakomicie radza sobie na hustawce wlasnie dzieci nie majace jeszcze zadnych

podstaw ku temu, aby zrozumiec mechanizm zjawiska, a nastepnie swiadomie

zastosowac go w praktyce.

Poczynmy zatem próbe wyjasnienia tajemnic hustawki i skorzystajmy w tym

celu z elementarnych praw fizyki. Zacznijmy od stwierdzenia, które moze wydac

sie oczywiste, ale jest na pewno znakomitym punktem wyjscia do wszelkich

rozwazan. Rozhustywanie sie hustawki wraz z jej pasazerem oznacza wzrost

energii calego ukladu. Aby wzrost taki nastapil, musi zostac wykonana pewna

praca, a jest rzecza oczywista, ze wykonac ja moze tylko pasazer. Nie interesuje

nas przeciez sytuacja, w której hustawka popychana jest przez inna osobe

stojaca z boku.

Zauwazmy teraz, ze sila dzialajaca na srodek ciezkosci naszego ukladu

(hustajacy sie + hustawka) wzdluz liny, na której jest on zawieszony, jest suma

skladowej sily ciezkosci i sily odsrodkowej. Zmienia sie ona periodycznie w czasie

i moze byc zapisana w nastepujacej postaci

(1) F=Mgcoso:+Mv2jl,

gdzie o: oznacza kat wychylenia z polozenia równowagi, v - predkosc srodka

masy, l - dlugosc hustawki, g - przyspieszenie ziemskie, M - mase ukladu, która

z dobrym przyblizeniem mozemy utozsamic z masa hustajacej sie osoby.

Jak wynika bezposrednio ze wzoru (1), sila F jest najwieksza przy

przechodzeniu hustawki przez polozenie równowagi (o: = O, v = Vmaks),

a najmniejsza w polozeniach skrajnych (o: = O:maks, V = O). Spróbujmy

wykorzystac powyzsza obserwacje proponujac jako prosty mechanizm rozbujania

hustawki podnoszenie srodka ciezkosci wtedy, kiedy przechodzi ona przez

polozenie równowagi, i opuszczanie go w polozeniach skrajnych. Praca

wykonywana przeciw silom zewnetrznym (podnoszenie) jest w ten sposób

wieksza niz praca ujemna (opuszczanie) wykonywana przez te sily. Oznacza

to, ze calkowita praca przypadajaca na kazdy okres wahan jest dodatnia, czego

konsekwencja jest wzrost energii ukladu, a tym samym amplitudy jego wahan.

Postarajmy sie teraz nadac naszym rozwazaniom charakter ilosciowy.

Wprowadzmy w tym celu pewne uproszczenie polegajace na potraktowaniu

ukladu hustawki jako wahadla matematycznego o zmiennej okresowo dlugosci.

Przyblizenie takie oznacza, ze traktujemy hustajacego sie jako punkt materialny

zawieszony na niewazkiej nici oraz zaniedbujemy wszelkie opory ruchu (opór

powietrza, tarcie w punkcie zawieszenia).

Korzystajac z oznaczen wprowadzonych na rysunku 1, na którym linia ciagla

zaznaczono poczatkowa czesc toru punktowej masy M, mozemy napisac trzy

nastepujace równania:

(2) Mg(l+ó'l)(l-coso:)= Mv1j2,

(3) M(l + ó'1)vB = Mlvc ,

(4) Mvb;2 = MgI(l- cos(3),

gdzie VB i Vc oznaczaja predkosci wahadla w punktach B i C.
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Rys. 2

T = 3,6.107 lat.

W przypadku wahadla, którym posluzylismy sie jako idealizacja hustawki,

podnoszenie i opuszczanie masy zawieszonej na nici zrealizowac mozemy za

pomoca bardzo prostego ukladu przedstawionego na rysunku 2. Dobierajac

predkosc katowa napedzanego silnikiem kola tak, aby czas pelnego obrotu

byl dwa razy krótszy od okresu drgan wahadla, mozemy amplitude drgan

sukcesywnie zwiekszac.

Jest to typowy przyklad tzw. parametrycznego wzbudzania drgan. Tak wlasnie

okreslane jest wzbudzenie ukladu, które nastepuje pod wplywem zmian wartosci

parametru (tutaj dlugosci wahadla), od którego zalezy okres jego drgali

wlasnych. A zatem hustawka to nic innego, jak parametryczny wzmacniacz

drgan.

Hustawki moga róznic sie miedzy soba, moga tez byc w rózny sposób

wykorzystywane. W rozróznieniu tym chodzi nam przede wszystkim o ich

zawieszenie (na linach lub na sztywnych pretach) oraz o pozycje przyjmowana

w trakcie hustania sie (siedzaca lub stojaca)· Przy zachowaniu wielu cech

wspólnych prowadzi to bowiem takze do pewnych róznic. Na przyklad, w pozycji

stojacej latwe jest podnoszenie i obnizanie srodka ciezkosci, a tym samym

opisany przez nas mechanizm "pompowania" (takie wlasnie okreslenie jest

popularnie uzywane), moze byc znacznie efektywniejszy. Zawieszenie hustawki

na sztywnych pretach pozwala z kolei, przy odpowiednich umiejetnosciach

i odwadze, nawet na zatoczenie pelnego okregu wokól osi obrotu.

Oszacujmy teraz, jaka prace wykonuje "pompujacy" podnoszac swój srodek

ciezkosci. Wykonana praca jest po prostu iloczynem sily F (wyznaczonej

z równania (1) dla a = O) przez droge srodka ciezkosci. Mamy zatem

(6) L=(Mg+Mv2/1)t:J.1.

Powyzsza postac wzoru zostala otrzymana przy upraszczajacym zalozeniu,

ze t:J.l<t: l, co w wiekszosci przypadków jest w pelni uzasadnione. Jesli teraz,

korzystajac z tego samego zalozenia, podstawimy w miejsce v2 w równaniu (6)

wartosc v1 z równania (2), to otrzymamy

(7) L = [Mg + 2Mg(1- cosa)]t:J.l = Mgt:J.l(3 - 2cosa).

Praca ta w przypadku hustawki startujacej z polozenia poczatkowego

okreslonego przez a = 20° oraz dziecka o masie M = 50 kg podnoszacego swój

srodek ciezkosci o 15 cm, jest równa okolo 84 J. Przy "pompowaniu" ciaglym

praca taka wykonana jest dwukrotnie w czasie kazdego okresu drgan, który

zalezy w prosty sposób od dlugosci hustawki (wahadla) i wynosi

(8) T = 27fv(l/g).

Dla hustawki o dlugosci 2,5 m okres wahan jest równy okolo 3 s, co oznacza,

ze hustawka napedzana jest przez "pompujace" dziecko z moca okolo 63 watów.

Nie jest to wiec zabawa meczaca i moze dlatego dostarcza tyle radosci

i satysfakcji.

Wspomnielismy juz, ze rozhustac sie potrafi prawie kazdy i to bez zadnej

potrzeby wczesniejszego opanowania teorii dzialania hustawki ani posiadania

Równania (2) i (4) wyrazaja zasade zachowania energii wahadla przy zmianie

jego energii potencjalnej na kinetyczna lub odwrotnie. Pierwsze z nich odnosi sie

do odcinka toru AB, drugie natomiast do odcinka CD. Równanie (3) wyraza

zasade zachowania momentu pedu wzgledem osi O przy podnoszeniu srodka

ciezkosci na drodze BC. Eliminujac z trzech powyzszych równan wielkosci VB

i vc, mozemy otrzymac po prostych przeksztalceniach nastepujaca równosc

(5) cosa - cos(3 = (1- cosa)[(1 + t:J.1/1? - 1].

J ej prawa strona jest zawsze dodatnia, a tym samym w przedziale katowym od O

do 7f musi byc spelniona relacja a < (3. Oznacza to, ze zaproponowana przez

nas technika prowadzi do wzrostu amplitudy, co wlasnie chcielismy wykazac.

Zwrócmy równiez uwage na bardzo istotny fakt, ze im wieksze poczatkowe

wychylenie katowe a z polozenia równowagi, tym wiekszy wzrost amplitudy
wahan.

l!

Podstawiajac wartosci liczbowe

znajdujemy

Rozwiazanie zadania F 434. Zgodnie

z klasyczna teoria elektromagnetyzmu

1110C wypromieniowana jest równa

2 ke2 ')P=----a-
3 c3

gdzie a = ~~ (M jest masa gwiazdy)
jest przyspieszeniem elektronu. Zalózmy,

ze tor elektronu jest w przyblizeniu

okregiem. Przekonamy sie pózniej, ze jest

to bardzo dobre zalozenie. Rózniczkujac

calkowita energie elektronu E = _ G~m

wzgledem czasu otrzymujemy

dE GMm dr

dl = 2,·2 dt

Porównujac oba wzory znajdujemy

d,' 4ke2GM l

dl - 3mc3 v2

Calkujac powyzsze równanie otrzymujemy

3mc3 ( 4?- ) 3 - 1T=-------
l61Tke2G
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Rys.3

specjalnych ku temu predyspozycji. Jednak w miare wzrostu amplitudy wahan

trudnosci rosna. Trzeba tez wykazywac sie coraz wieksza odwaga. Zastanówmy

sie wiec, jak szybko nastepuje wzrost amplitudy przy zalozeniu, ze utrzymujemy

caly czas rytm "pompowania" .

Energia hustawki (konsekwentnie traktowanej jako wahadlo), startujacej

z polozenia poczatkowego okreslonego przez kat ex (rys. l), w chwili

przechodzenia przez polozenie równowagi wynosi (z równania (2))

(9) Eo = mv1/2 = Mg(l + ~1)(1- cosex).

Energia ta po wykonaniu pracy podnoszenia srodka ciezkosci wzrosnie

o wartosc L wyrazona równaniem (6). Ujemna praca opuszczania srodka

ciezkosci w polozeniu maksymalnego wychylenia, okreslonym przez kat /3, jest
równa natomiast

(10) Ll=-Mg~lcos/3.

A zatem calkowita energia hustawki w wyniku podniesienia, a nastepnie

opuszczenia srodka ciezkosci, czyli po czasie równym polowie okresu wahan,

wymesle

(11)

A

B

Rys. 4

Skorzystajmy jeszcze z równania

(12) Mgl(l- cos/3) = Eo + L,

wyrazajacego, podobnie jak równanie (4), zasade zachowania energii na

drodze CD (rys. l).

Podstawiajac teraz do równania (11) odpowiednie wartosci z równan (6), (9)

i (10) oraz cos /3 wyznaczony z równania (12) otrzymujemy (zaniedbujac wyrazy

kwadratowe wzgledem ~l / l) nastepuj aca zaleznosc

(13) E2 = Eo(l + 3~1/1) .

Uogólniajac powyzszy wzór na n pelnych okresów drgan mamy dalej

(14) En = Eo(l + 3~1/1)2n ,

co przy naszym upraszczajacym zalozeniu ~l/l ~ l mozemy zapisac w postaci

(15) En = Eo exp (6n~I/I).

Zobaczmy, jak wyglada graficznie (rys. 3) przebieg powyzszej zaleznosci

w przypadku naszej hustawki (l = 2,5 m) przy amplitudzie pompowania

~l = 15 cm i starcie w polozeniu poczatkowym ex= 20° odpowiadajacym

wartosci Eo = 78 J. N a wykresie widac wyraznie wykladniczy charakter wzrostu

energii hustawki z kazdym kolejnym okresem jej wahan. Utrzymanie stalego

rytmu "pompowania" prowadzi zatem bardzo szybko do wychylen, przy których

obok sympatycznych doznan moze pojawic sie odczucie strachu. Nalezy o tym

pamietac i zachowac na hustawce umiar w szybkosci pompowania.

Przerywana linia na rysunku 3 odpowiada wartosci energii, jaka hustawka osiaga

wtedy, kiedy jej skrajnym polozeniem jest pozycja pozioma. Jak widac, mozna

ja uzyskac juz w ósmym okresie wahan. Warto jeszcze zwrócic uwage na inna

wlasnosc hustawki, wynikajaca zreszta z równania (15). Otóz szybkosc wzrostu

energii hustawki jest niezalezna od jej masy.

Zarówno z zasady parametrycznego wzmacniania drgan wahadla, jak równiez

ze wzoru (15) wynika, ze przedstawiona wyzej metoda rozbujania hustawki

zawodzi, jesli w chwili poczatkowej znajduje sie ona w spoczynku. Innymi slowy,

potrzebny jest sygnal poczatkowy, aby móc go wzmocnic. Wprawdzie absolutny

bezruch nie istnieje, a naj drobniejsze nawet :fluktuacje stanowia w zasadzie

wystarczajacy sygnal poczatkowy, ale czas potrzebny na wzbudzenie znaczacych

drgan moze byc w takim przypadku zniechecajaco dlugi.

Z powyzszych rozwazan wynika zatem, ze na samym poczatku powinnismy

hustawce "pomóc" w inny sposób. Mozemy to uczynic, na przyklad, odpychajac

sie od ziemi w momencie wsiadania na hustawke, ale tym sposobem, jako zbyt

prozaicznym, nie bedziemy sie tu zajmowac.
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Mozemy tez wprowadzic hustawke w ruch nie korzystajac z pomocy podloza.

Otóz wyrzucenie nóg do przodu spowoduje, ze hustawka odchyli sie do

tylu. Przeciwny manewr, polegajacy na zgieciu nóg w kolanach w chwili

maksymalnego wychylenia, przyspieszy jej powrót w kierunku polozenia

równowagi. I to w zupelnosci wystarczy, aby przygotowac nasz uklad do

parametrycznego wzmacniania rozpoczetych drgan.

Jest tez inny, skuteczniejszy sposób wyprowadzenia hustawki z polozenia

równowagi. Mozemy mianowicie odchylic sie do tylu, przechodzac z pozycji A

do pozycji B na rysunku 4. Taki obrót ciala oznacza, ze uzyskuje ono moment

pedu wzgledem srodka masy. Zachowanie zerowego momentu pedu calego ukladu

(hustawka+pasazer) wymaga, aby nastapil równoczesny obrót (w przeciwnym

kierunku) hustawki wokól punktu jej zawieszenia. Powtarzajac w odpowiednim

momencie podobny manewr w przeciwna strone, kontynuujemy "napedzanie"

hustawki powracajacej do polozenia równowagi. Technika taka moze byc zreszta

samowystarczalna i pozwala na rozbujanie sie, choc znacznie wolniej, bez

koniecznosci "pompowania". Mamy tu uklad dwóch oddzialujacych oscylatorów,

z których jeden (hustawka) sterowany jest odpowiednimi ruchami drugiego

(hustajacy sie pasazer).

Do takiego samego wniosku moglibysmy równiez dojsc rozwiazujac dosyc

skomplikowane równania ruchu przy niezbednych zreszta (dla tak zlozonego

ukladu) upraszczajacych zalozeniach. Rachunków tych nie bedziemy tu,

oczywiscie, przytaczac, a wspomnielismy o nich tylko po to, aby uswiadomic

Czytelnikowi, ze hustawka to nie tylko zabawa i rozrywka, ale takze wcale

niebanalny problem fizyczny.

_ Zadania

Redaguje Krzysztof OLESZ!(JEWICZ

M 780. W zagubionym posród imperialistycznej prerii miasteczku Milky Cow

100 kowbojów nawiedza wieczorami 100 lokalnych calodobowych saloonów mlecznych.

Kazdy z kowbojów wybiera (losowo i niezaleznie od kolegów po fachu) lokal, w którym

spedzi reszte nocy nad kufelkiem mleka. Szeryf miasteczka próbuje zakazac w Milky

Cow handlu artykulami mlecznymi pod pretekstem, ze przez wiekszosc nocy 3/4

saloonów i tak swieci pustkami. Milujacy mleko Czytelniku, wykaz, ze szeryf rozmija

sie z prawda!

Rozwiazanie na st1'. 9

M 781. W chorym z braku mleka umysle szeryfa zalegly sie nowe urojenia. Tym razem

stróz prawa twierdzi, ze wiekszosc kowbojów pije samotnie, co poglebia nalóg. Czy ma

racje?

Rozwiazanie na st1'. 7

M 782. Szeryf wprowadzil nowe drakonskie prawa, aby zmniejszyc podaz mleka

w Milky Cow. Odtad odleglosc miedzy dwoma saloonami musi przekraczac 250 m,

a ich odleglosc od jedynego w miescie wiezienia ma byc mniejsza niz 1 km. Czy

miasteczko pomiesci 100 legalnych saloonów?

Rozwiazanie na st1'. 2

Redaguje Krzysztof REJMER

F 433. Z armaty wystrzelono pocisk o predkosci poczatkowej Vo, który ponownie

trafil w armate. Pod jakim katem wystrzelono pocisk, jesli wiadomo, ze wieje

wiatr z predkoscia Uo (skierowana poziomo)? Przyjac, ze sila oporu powietrza jest

proporcjonalna do predkosci pocisku. Znalezc maksymalna. wysokosc i maksymalna.

(pozioma) odleglosc, na jaka pocisk oddalil sie od armaty.

Rozwiazanie na st1'. 10

F 434. Elektron krazy wokól gwiazdy neutronowej o sredniej gestosci

(! = 2 . 1017 kg/m3 po orbicie kolowej o promieniu Ro = 1,5R, gdzie R jest promieniem

gwiazdy. Po jakim czasie elektron spadnie na powierzchnie gwiazdy? Promieniowanie

elektronu nalezy potraktowac klasycznie.

Rozwia.zanie na str. 11
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