Klub 44
®

1-44

Termin nadsylania rozwigzan:
30 XI 1996

Czoldwka ligl zadaniowe]
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadan 311 (WT=2,13) i 312 (WT=2,71)

z numeru 12/1995

Jerzy Witkowski — Wodszislaw 51, 46,10

Piotr Lipinski = Radom 41,89
Henryk Kornacki — Augustdw 40,45
Tadeusz Jdzefczyk— Poznani 38,10
Kraysztof Zapisek — Warszawa 37,54

Pan Witkowski: numer 79
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Rozwigzanie zadania M T83.
Oznaczmy objgtosé wieloscianu K
przez V. Niech s bedzie plaszczyznag
zawierajaca jedna ze écian K, s’ zas
jej obrazem w symetrii wzgledem
srodka symetrii wielodcianu. Oznaczmy

w Klubie 44 M.

przez P, pas przestrzeni zawarty miedzy

plaszczyznami s i s'. Niech d oznacza

szerokos¢ pasa P,, czyli odleglosé mied
plaszczyznami s i s', a W niech bedzie
walcem o polu podstawy 2

zawartych w plaszczyznach s i s'.

zy

1 podstawach

-4-

Przekroj K dowalng plaszczyzna
rownolegla do s ma pole nie wicksze
niz 2,
na mocy zasady Cavalieriego objetosd
wielodcianu K nie przekracza objetodci
walca W; zatem 2d > V, co oznacza,

czyli niz jej przekréj z W, wiec

ze kula o promieniu -‘4'—' i drodku w érodku

symetrii wieloscianu K zawiera sie
w pasie P,.
mozna przeprowadzié dla dowolnej scia
wielodcianu, wiec kula ta zawiera sie

w przecigciu paséw przediuzajacych
wszystkie pary rownoleglych scian,
czyli w samym wielodcianie K. Stad

Podobne rozumowanie

wynika oczywista nieréwnoéé miedzy
objetosciami kuli 1 wielodcianu:

4 yyd

- | — <V

o (3) =¥
skad V < 48 £ 4, co konczy dowéd.
Z twierdzenia Andersona (patrz
zadanie M T32, Delta 3/1995) wynika,
ze w zalozeniach zadania wystarczy
rozpatrywaé przekroje plaszezyznami
przechodzacymi przez srodek symetrii
wieloscianu. Czytelnik zechce zastanow
sie, cay podobne

wielosciandw niesymetrycznych.

ny

ié

owania zachodzg dla

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytac¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigea n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania caterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszezajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélezynnik trudnosei danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie 5§ oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséh,
ktdre nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktdrejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

325. Okrag wpisany w tréjkat ostrokatny ABC jest styczny do bokéw AB i AC
odpowiednio w punktach P i Q. Prosta przechodzaca przez jego érodek i réwnolegta do
boku BC' przecina boki AB i AC odpowiednio w punktach K i L. Odcinki KQ i LP
przecinaja si¢ w punkcie S. Odcinek SN jest wysokodcia w tréjkacie K LS. Dowiesé,

ve LPNS =/QNS.

Zadania z matematyki nr 325, 326

326. Udowodni¢, ze dla liczb «, § € (—/2; 7/2) zachodzi nieréwnosé
1+sing o

g
l14sine = =

1 — sin o

1 .
" T—sng

Zadanie 326 zaproponowal pan Krzysztof Zapisek z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/1996

Przypominamy tresé zadan:

321. Po nieskoniczone] szachownicy porusza sig (m, n)-kori, czyli figura, ktéra w kazdym ruchu
przemieszcza sie o m pél poziomo i n pél pionowo — lub odwrotnie. Wyznaczy¢ wszystkie pary
liczb naturalnych m,n > 1, dla ktérych (m,n)-kon, startujac z dowolnego pola szachownicy, moze

osiggnad kazde inne pole.

= 1. Obliczyé

1 1
322. Dane sa liczby naturalne m, ¢ > 1 oraz liczba p okreélona przez réwnanie — + —
czgéé calkowita sumy 1-1/7 4 2_1” +...+(m?=1)"7, P 9

321. Przyjmijmy, ze (m, n)-kon startuje z pola (0,0). Jeéli liceby m i n maja wspdlny
dzielnik d > 1, to (m, n)-kon porusza sie tylko po polach (,y) o obu wspélrzednych
podzielnych przez d. Jedli suma m + n jest liczba parzysta, to (m, n)-kori porusza sie tylko po
polach (x,y) o obu wspélrzednych jednakowej parzystoci. Zatem warunek:

(%) NWD(m,n) =1; m+n=1 (mod 2)

jest konieczny na to, aby (m,n)-kon mdégl osiagnaé kazde pole szachownicy.

Wykazemy, ze jest to takie warunek dostateczny. Jesli jest on spelniony, to liczby m i n sa

réznej parzystosci — mozna przyjaé, ze n jest liczba parzysta, a m nieparzysta — oraz istnieja

liczby naturalne k, I spelniajace réwnosé kn — Im = 1. Weimy pod uwage liczby naturalne
S %(m{—l)k cy = %(m-l—l)z’, %nk,

eg:= q:%nl

oraz wektory
vi=[nm], ve=[-nm], va=[-m,n], wvi=][m,n].
Dzielny nasz kon jest w stanie przemiescié sie o kazdy z wektoréw +v;, wiec takze i o wektor
w=ci(vi —v2)+ea(va—va)+tea(va+ ve) faa(—vi —vo)— vy =
= [kn(m+1) — Im(m+1) — m , (kn—Im—1)n] = [1,0]
— wiec takze i o kazdy z wektoréw [0,1], [-1,0], [0, —1]. To znaczy, Ze jest w stanie osiagnaé
kazde pole szachownicy. Zatem warunek (*) charakteryzuje szukane pary (m,n).

322. Funkcja f(x) = ~/P jest ciagla oraz malejaca na przedziale (0;c0). Niech n = m9.
Rozwazana w zadaniu suma S spelnia zaleznosci:

n—1 n 3
5=Zf(k)>fl f@)dz > Y (k) > S - f(1) =
k=1 k=2

/ f(a;)dz:qr”q
1 1

otrzymujemy stad dwustronne oszacowanie g(m — 1) < S < g(m — 1) + 1, ktére pokazuje,
ze czgd calkowita liczby S réwna sie g(m — 1).
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A poniewaz

= g(m — 1),




AN

Rys. 1.

Zadania z fizyki nr 223, 224 Redaguje Jerzy B. BROJAN

223. Na powierzchni wody plywa:

a) prostopadlodcian o bokach a, b1 h, przy czym krawedz h jest pionowa.

b) walec o promieniu r i wysokosci (pionowej) h,

c) stozek o kacie rozwarcia 2o i wysokoéci h, podstawa do géry.

Jesh wszystkie bryly sa jednorodne, to jakie warunki musza spelniaé gestos¢ p oraz
wymienione parametry, aby w tej pozycji réwnowaga byla stabilna, tzn. aby po malym
wychyleniu bryta powracala do pozycji poczatkowej?

Wystarczy podanie jednego z trzech rozwiazan, przy czym maksymalna ocena
wynosi 0,8 w przypadku a), 0,9 w przypadku b) i 1 w przypadku c).

224. Punktowe Zrédlo éwiatlta S oéwietla ekran E (rys. 1). Czy wstawienie miedzy
irédlo a ekran plaskoréwnoleglej, plytki szklanej spowoduje wzrost natezenia
o$wietlenia $rodkowej czesci ekranu (okolicy punktu A), czy spadek, czy tez natezenie
o$wietlenia nie zmieni si¢? Jesli wystapi zmiana, to czy bedzie ona silniejsza, gdy
plytke o ustalonej grubosci wsuniemy blizej Zrédla, czy blize] ekranu? Zakladamy,

ze plytka jest pokryta warstwa przeciwodblaskowa eliminujaca odbicie, a szklo jest
doskonale przezroczyste.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/1996

Przypominamy tres¢ zadan:

219. Jeden koniec nierozciggliwe] i niewaszkiej nitki o dlugosci |
jest przymocowany do pewnego punktu na powierzchni bocznej
do malej kulki znajdujacej
sig w odleglosdci | 4+ r od osi walca (rys. 2). W chwili poczatkowe])
kulka byla nieruchoma, a walec wprawiono w ruch obrotowy ze
stala predkoécig katows w wokél jego osi. Gdy nitka si¢ nawinie,

z jaka predkoscia kulka uderzy w walec? Na kulke dziala tylko sila
wywierana przez nitke (pomijamy sile ciezkoéei i1 opory ruchu).

walca o promieniu r, a drugi koniec

Rys. 2

Rys. 3

Czotéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadar 211 (WT=1,19) i 212 (WT=3,02)

z numeru 1/1996

Jarostaw Eazuka - Warszawa
Aleksander Surma - Myszkdéw
Przemyslaw Gworys - Czestochowa

Przemyslaw Gadzifiski - Sroda SL

38,77
36,60
31,80
27,87

220. Trzy woltomierze mierzg napigcia na trzech ,czarnych
skrzynkach” polgczonych szeregowo. Poczgtkowo napiecia byly
réwne zeru, a gdy do ukladu dolaczono stale napiecie 60 V, pierwszy
woltomierz wskazal napiecie 10 V, drugi — 20 V, a trzeci - 30 V.

Po pewnym czasie napiecie na pierwszej ,czarnej skrzynce’
do 30 V, na drugiej zmalalo do 10 V, a na trzeciej zmalalo do 20 V
Po jeszcze dluzszym czasie napiecia wynosily kolejno 20 V, 30 V

i 10 V. Zaprojektowaé jak najprostsze wnetrze ,czarnych skraynek”,

wzroslo

ktére da taki efekt. MoZna przyjaé, ze woltomierze nie zakldcaja
mierzonego napigcia (maja bardzo duzy opdr wewnetrzny )

219. Zastosujmy zasade zachowania energii w ukladzie nieinercjalnym obracajacym sie

razem z walcem. W tym ukladzie na kulke znajdujaca sie w odleglosci v’ od osi dziala sila
odsrodkowa mw?r’, ktérej mozna przypisaé ,potencjalna energie odsrodkowa” — wyisza
blizej osi, a nizsza z dala od niej. Standardowe calkowanie prowadzi do wzoru na te energie:
Eoasr = —(1/2)mw?r?. Ponadto na kulke dziala tez sila Coriolisa, ale — podobnie jak

sila napigcia nitki - jest ona skierowana prostopadle do kierunku ruchu kulki, wigc nie
wykonuje nad nia pracy i w bilansie energii mozna ja pominaé¢. Poniewaz w chwili poczatkowej
kulka w ukladzie inercjalnym byla nieruchoma, wiec w ukladzie obracajacym sie jej

predkosé wynosila wr’ (gdzie r' = 1+ r) i widzimy, Ze energia kinetyczna byla réwna energii
odsrodkowe] z przeciwnym znakiem, czyli calkowita energia jest réwna zeru. Tak samo bedzie
1 w chwili uderzenia kulki o walec, gdy odlegloéé od osi bedzie réwna r — zatem predkosé
uderzenia wyniesie v = wr. Predkos¢ ta bedzie skierowana prostopadle do powierzchni walca,
czyli w ukladzie inercjalnym predkosc kulki bedzie miala takze skladowa styczna o tej samej
wartosci wr.

Alternatywna metoda rozwiazania jest zastosowanie zasad zachowania energii i momentu
pedu w ukladzie inercjalnym, przy czym poczatkowo nalezy przyjac, ze walec ma pewien dany
moment bezwladnosci I, po czym przejéé do granicy I — oo (lub m — 0, gdzie m — masa

kulki).

220. Rozwiazaniem moze by¢ obwéd przedstawiony na rysunku 3, przy czym zakladamy,

ze R} > Ri, R, > Rz, R, > Ra. Poczatkowo prad plynie gléwnie przez dolna galai
wszystkich trzech ,czarnych skrzynek”, a dopdki kondensatory sie nie naladuja w znaczacym
stopniu, dopéty napiecia beda proporcjonalne do oporéw R, Ry i R3. Zgodnosé z pierwsza
seria danych osiagniemy wiec kladac Ry = 3R oraz R; = 2R;. Po pewnym czasie
kondensatory naladuja sie jednakowym ladunkiem i — jesli wcigz mozna pominaé gérne galezie
— prad przestanie plynaé. Wtedy napiecia beda odwrotnie proporcjonalne do pojemnosci
kondensatoréw — przyjmijmy wigc C3 = 1,5C) i C2 = 3C. Wreszcie po odpowiednio dlugim
czasie bedziemy mieli do czynienia tylko z bardzo malym pradem plynacym w gdrnej galezi,

a napigcia beda proporcjonalne do oporéw ,,primowanych” — nalezy zatem polozyé R] = 2R/,
Rl = 3Rj.

Czas charakterystyczny dla przejscia od pierwszego do drugiego zestawu wskazai woltomierzy
jest réwny 7 = R:C:, gdzie R jest oporem zastepczym trzech dolnych opornikéw polaczonych
szeregowo, a C'; — analogiczna pojemnoscia zastepcza. Oznacza to, ze dojscie do drugiego
zestawu wskazan nastapi po czasie rzedu kilku (3-5) 7. Czas charakterystyczny dla

wwlaczenia si¢” gérnej galezi jest rzedu R{C; (lub R,C5, lub R} C3; dla uproszczenia
zaniedbajmy réznice). Oczywidcie, ten czas powinien by¢ znacznie dluzszy od 7, a ustalenie
sie stanu koncowego nastapi po czasie jeszcze kilka razy dluzszym.

Zgodnie z podana wskazéwka nalezalo zalozy¢, ze opdr wewnetrzny woltomierzy jest bardzo
wielki (znacznie wiekszy od wszystkich innych oporéw). Ewentualnie mozna réwniez przyjac,
ze ten opor jest podobnego rzedu co opory ,,primowane” i uwzglednié go (w sensie polaczenia
réwnoleglego) przy obliczaniu wartosci R}, R, i Rj.
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