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Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 1996

Pan Witkowski: numer 79

w Klubie 44 M.

Redaguje Marcin E. KUCZMAZadania z matematyki nr 325, 326

325. Okrag wpisany w trójkat ostrokatny ABC jest styczny do boków AB i AC

odpowiednio w punktach P i Q. Prosta przechodzaca przez jego srodek i równolegla do

boku BC przecina boki AB i AC odpowiednio w punktach KiL. Odcinki KQ i LP

przecinaja sie w punkcie S. Odcinek SN jest wysokoscia w trójkacie K LS. Dowiesc,

ze LPNS = LQNS.

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

--,•

Klub 44

®

Jerzy Witkowski - Wodzislaw Sl. 46,10

Piotr Lipinski - Radom 41,89
Henryk Kornacki - Augustów 40,45

Tadeusz Józefczyk- Poznan 38,10
Krzysztof Zapisek - Warszawa 37,54

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 311 (WT=2,13) i 312 (WT=2,71)
z numeru 12/1995

1. Obliczyc

V4 = [m,n].V3 = [-m, n],V2 = [-n,m],VI = [n, m],

oraz wektory

S= ~J(k» jn J(x) dx > tJ(k»S-J(l)=S-1.
k=l l k=2

Dzielny nasz kon jest w stanie przemiescic sie o kazdy z wektorów ±Vi, wiec takze i o wektor

w = q(VI - V2) + C2(V3 - V4) + C3(V3 + V4) + C4(-VI - V2) - V4

= [kn(m+1) - Im(m+1) - m, (kn-lm-1)n] = [1,0]

- wiec takze i o kazdy z wektorów [O,l], [-1,0], [O,-l]. To znaczy, ze jest w stanie osiagnac

kazde pole szachownicy. Zatem warunek (*) charakteryzuje szukane pary (m, n).

322. Funkcja J(x) = x-lip jest ciagla oraz malejaca na przedziale (O; 00). Niech n = m q.
Rozwazana w zadaniu suma S spelnia zaleznosci:

A poniewaz

jn J(x) dx = axl/q [ = a(m _ l),

otrzymujemy stad dwustronne oszacowanie a(m - l) < S < a(m - l) + l, które pokazuje,

ze czesc calkowita liczby S równa sie a(m - l).

326. Udowodnic, ze dla liczb ex, (3 E (-7r /2; 7r/2) zachodzi nierównosc

l l - sin ex l l + sin (3 ((3 )2n . ·n . > -ex .
l-sm(3 l+smex-

jest konieczny na to, aby (m, n l-kon mógl osiagnac kazde pole szachownicy.

Wykazemy, ze jest to takze warunek dostateczny. Jesli jest on spelniony, to liczby m i n sa

róznej parzystosci - mozna przyjac, ze n jest liczba parzysta, a mnieparzysta - oraz istnieja

liczby naturalne k, l spelniajace równosc kn - lm = 1. Wezmy pod uwage liczby naturalne

CI = l(m+1)k, C2 = l(m+1)1, C3 = lnk, C4 = lnl

Zadanie 326 zaproponowal pan Krzysztof Zapisek z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/1996

Przypominamy tresc zadan:

321. Po nieskonczonej szachownicy porusza sie (m, n )-kon, czyli figura, która w kazdym ruchu

przemieszcza sie o m pól poziomo i n pól pionowo - lub odwrotnie. Wyznaczyc wszystkie pary

liczb naturalnych m, n ~ 1, dla których (m, n)-kon, startujac z dowolnego pola szachownicy, moze
osiagnac kazde inne pole.

322. Dane sa liczby naturalne m, q > 1 oraz liczba p okreslona przez równanie ~ + !
czesc calkowita sumy l-lip + 2-l/p + ... + (ma _ 1)-'/p. P q

321. Przyjmijmy, ze (m,n)-kon startuje z pola (0,0). Jesli liczby m i n maja wspólny

dzielnik d > 1, to (m, n)-kon porusza sie tylko po polach (x, y) O obu wspólrzednych

podzielnych przez d. Jesli suma m + n jest liczba parzysta, to (m, n)-kon porusza sie tylko po

polach (x,y) o obu wspólrzednych jednakowej parzystosci. Zatem warunek:

(*) NWD(m,n) =1; m+n:=l (mo d 2)
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Rozwiazanie zadania M 783.

Oznaczmy objetosc wieloscianu K
przez V. Niech s bedzie plaszczyzna

zawierajaca jedna ze scian K, s' zas

jej obrazem w symetrii wzgledem

srodka symetrii wieloscianu. Oznaczmy

przez Ps pas przestrzeni zawarty miedzy

plaszczyznami s i SI. Niech d oznacza

szerokosc pasa Ps, czyli odleglosc miedzy

plaszczyznami s i s I, a W niech bedzie

walcem o polu podstawy 2 i podstawach

zawartych w plaszczyznach s i s'.

s'

Przekrój K dowolna plaszczyzna

równolegla do s ma pole nie wieksze

niz 2, czyli niz jej przekrój z W, wiec

na mocy zasady Cavalieriego objetosc

wieloscianu K nie przekracza objetosci

walca W; zatem 2d ~ V, co oznacza,

ze kula o promieniu f i srodku w srodku

symetrii wieloscianu I( zawiera sie

w pasie Ps. Podobne rozumowanie

mozna przeprowadzic dla dowolnej sciany

wieloscianu, wiec kula ta zawiera sie

w przecieciu pasów przedluzajacych

wszystkie pary równoleglych scian,

czyli w samym wieloscianie J(. Stad

wynika oczywista nierównosc miedzy

objetosciami kuli i wieloscianu:

4 (V)'
-1r - < V
3 4 - ,

skad V :S ~ < 4, co kOIlczy dowód.

Z twierdzenia Andersona (patrz

zadanie M 732, Delta 3/1995) wynika,

ze w zalozeniach zadania wystarczy

rozpatrywac przekroje plaszczyznami

przechodzacymi przez srodek symetrii

wieloscianu. Czytelnik zechce zastanowic

sie, czy podobne szacowania zachodza dla

wieloscianów niesymetrycznych.
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Redaguje Jerzy B. BROJANZadania z fizyki nr 223, 224

223. Na powierzchni wody plywa:

a) prostopadloscian o bokach a, b i h, przy czym krawedz h jest pionowa.

b) walec o promieniu r i wysokosci (pionowej) h,

c) stozek o kacie rozwarcia 20' i wysokosci h, podstawa do góry.
Jesli wszystkie bryly sa jednorodne, to jakie warunki musza spelniac gestosc (] oraz

wymienione parametry, aby w tej pozycji równowaga byla stabilna, tzn. aby po malym
wychyleniu bryla powracala do pozycji poczatkowej?

E

Rys. 1.

Wystarczy podanie jednego z trzech rozwiazan, przy czym maksymalna ocena

wynosi 0,8 w przypadku a), 0,9 w przypadku b) i 1 w przypadku c).

224. Punktowe zródlo swiatla S oswietla ekran E (rys. 1). Czy wstawienie miedzy

zródlo a ekran plaskorównoleglej, plytki szklanej spowoduje wzrost natezenia
oswietlenia srodkowej czesci ekranu (okolicy punktu A), czy spadek, czy tez natezenie

oswietlenia nie zmieni sie? Jesli wystapi zmiana, to czy bedzie ona silniejsza, gdy
plytke o ustalonej grubosci wsuniemy blizej zródla, czy blizej ekranu? Zakladamy,
ze plytka jest pokryta warstwa przeciwodblaskowa eliminujaca odbicie, a szklo jest

doskonale przezroczyste.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/1996

Przypominamy tresc zadan:

219. Jeden koniec nierozciagliwej i niewazkiej nitki o dlugosci l

jest przymocowany do pewnego punktu na powierzchni bocznej
walca o promieniu r, a drugi koniec - do malej kulki znajdujacej
sie w odleglosci l + r od osi walca (rys. 2). W chwili poczatkowej
kulka byla nieruchoma, a walec wprawiono w ruch obrotowy ze
stala predkoscia katowa w wokól jego osi. Gdy nitka sie nawinie,
z jaka predkoscia kulka uderzy w walec? Na kulke dziala tylko sila

wywierana przez nitke (pomijamy sile ciezkosci i opory ruchu).

220. Trzy woltomierze mierza napiecia na trzech "czarnych
skrzynkach" polaczonych szeregowo. Poczatkowo napiecia byly
równe zeru, a gdy do ukladu dolaczono stale napiecie 60 V, pierwszy
woltomierz wskazal napiecie 10 V, drugi - 20 V, a trzeci - 30 V.
Po pewnym czasie napiecie na pierwszej nczarnej skrzynce" wzroslo

do 30 V, na drugiej zmalalo do 10 V, a na trzeciej zmalalo do 20 V.
Po jeszcze dluzszym czasie napiecia wynosily kolejno 20 V, 30 V
i 10 V. Zaprojektowac jak naj prostsze wnetrze "czarnych skrzynek",
które da taki efekt. Mozna przyjac, ze woltomierze nie zaklócaja

mierzonego napiecia (maja bardzo duzy opór wewnetrzny).

Rys. 2

219. Zastosujmy zasade zachowania energii w ukladzie nieinercjalnym obracajacym sie

razem z walcem. W tym ukladzie na kulke znajdujaca sie w odleglosci r' od osi dziala sila

odsrodkowa mw2r', której mozna przypisac "potencjalna energie odsrodkowa" - wyzsza

blizej osi, a nizsza z dala od niej. Standardowe calkowanie prowadzi do wzoru na te energie:

Eodsr = -(1/2)mw2r12. Ponadto na kulke dziala tez sila Coriolisa, ale - podobnie jak

sila napiecia nitki - jest ona skierowana prostopadle do kierunku ruchu kulki, wiec nie

wykonuje nad nia pracy i w bilansie energii mozna ja pominac. Poniewaz w chwili poczatkowej

kulka w ukladzie inercjalnym byla nieruchoma, wiec w ukladzie obracajacym sie jej

predkosc wynosila wrl (gdzie rl = 1+ r) i widzimy, ze energia kinetyczna byla równa energii

odsrodkowej z przeciwnym znakiem, czyli calkowita energia jest równa zeru. Tak samo bedzie

i w chwili uderzenia kulki o walec, gdy odleglosc od osi bedzie równa r - zatem predkosc

uderzenia wyniesie v = wr. Predkosc ta bedzie skierowana prostopadle do powierzchni walca,

czyli w ukladzie inercjalnym predkosc kulki bedzie miala takze skladowa styczna o tej samej
wartosci wr.

Rys. 3

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 211 (WT=1,19) i 212 (WT=3,02)

z numeru 1/1996
Ja.roslaw La.zuka. - Wa.rsza.wa

Aleksa.nder Surma. - Myszków

Przemysla.w Gworys - Czestochowa.
Przemysla.w Gadzinski - Sroda. SL

38,77

36,60
31,80

27,87

Altematywna metoda rozwiazania jest zastosowanie zasad zachowania energii i momentu

pedu w ukladzie inercjalnym, przy czym poczatkowo nalezy przyjac, ze walec ma pewien dany

moment bezwladnosci l, po czym przejsc do granicy l -+ 00 (lub m -+ O, gdzie m - masa

kulki).

220. Rozwiazaniem moze byc obwód przedstawiony na rysunku 3, przy czym zakladamy,

ze R~ > Rj, R~ > R2, R~ > R3. Poczatkowo prad plynie glównie przez dolna galaz
wszystkich trzech "czamych skrzynek" , a dopóki kondensatory sie nie naladuja w znaczacym

stopniu, dopóty napiecia beda proporcjonalne do oporów Rj, R2 i R3. Zgodnosc z pierwsza
seria danych osiagniemy wiec kladac R3 = 3Rj oraz R2 = 2Rj. Po pewnym czasie

kondensatory naladuja sie jednakowym ladunkiem i - jesli wciaz mozna pominac górne galezie

- prad przestanie plynac. Wtedy napiecia beda odwrotnie proporcjonalne do pojemnosci

kondensatorów - przyjmijmy wiec C3 = 1,5Cj i C2 = 3Cj. Wreszcie po odpowiednio dlugim

czasie bedziemy mieli do czynienia tylko z bardzo malym pradem plynacym w górnej galezi,

a napiecia beda proporcjonalne do oporów "primowanych" - nalezy zatem polozyc R~ = 2R~,
R~ = 3R~.

Czas charakterystyczny dla przejscia od pierwszego do drugiego zestawu wskazan woltomierzy

jest równy T = RzCz, gdzie Rz jest oporem zastepczym trzech dolnych oporników polaczonych

szeregowo, a Cz - analogiczna pojemnoscia zastepcza. Oznacza to, ze dojscie do drugiego

zestawu wskazan nastapi po czasie rzedu kilku (3-5) T. Czas charakterystyczny dla

"wlaczenia sie" gómej galezi jest rzedu R~ Cj (lub R~C2, lub R~C3; dla uproszczenia

zaniedbajmy róznice). Oczywiscie, ten czas powinien byc znacznie dluzszy od T, a ustalenie
sie stanu koncowego nastapi po czasie jeszcze kilka razy dluzszym.

Zgodnie z podana wskazówka nalezalo zalozyc, ze opór wewnetrzny woltomierzy jest bardzo

wielki (znacznie wiekszy od wszystkich innych oporów). Ewentualnie mozna równiez przyjac,

ze ten opór jest podobnego rzedu co opory "primowane" i uwzglednic go (w sensie polaczenia

równoleglego) przy obliczaniu wartosci R~, R~ i R~.
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