
Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 1996

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/ N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Zadania z fizyki nr 225, 226

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

225. Kulke upuszczono z pewnej wysokosci H na szalke wagi sprezynowej (rys. 1),

od której odbila sie sprezyscie, w wyniku czego szalka zaczela drgac harmonicznie

z amplituda równa (1/4)H. Odbita kulka spadla ponownie i po drugim odbiciu

wzniosla sie na poziom poczatkowy (z którego zostala upuszczona). Dla jakiego
stosunku mas kulki m i szalki M takie zdarzenie jest mozliwe?

226. Do zródla napiecia przemiennego (sinusoidalnego) o amplitudzie Uo = 30 V
przylaczono obwód skladajacy sie z diody, opornika o oporze 100 n i kondensatora

U o duzej pojemnosci (rys. 2). Charakterystyka diody jest przedstawiona na rysunku 3

- w kierunku przewodzenia jej opór wynosi 10 n, a w kierunku zaporowym - 1000 n.
Ile wyniesie napiecie na kondensatorze po uplywie bardzo dlugiego czasu? Pojemnosc

kondensatora jest tak duza, ze to napiecie osiaga wartosc stala ..
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Rys. 3
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Klub 44

Rys. 2

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 6/1996
Przypominamy tresc zadan

221. Petle ze sznura o wytrzymalosci W i masie na jednostke

dlugosci l! nalozono na dwa walce o promieniu r obracajace sie

z predkoscia katowa w (rys. 4). Jaka jest maksymalna wartosc sily

odsuwajacej osie walców, przy której petla nie ulegnie zerwaniu?
Przyjac, ze sila oddzialywania miedzy sznurem a walcami nie ma

skladowej stycznej (nie ma wiec zadnego przekazu energii), a takze
nie wystepuje poslizg.

222. Dwie cienkie powloki sferyczne o promieniach r, i ro sa

ustawione koncentrycznie (pierwsza wewnatrz drugiej) i naladowane
równomiernie rozlozonymi ladunkami Q, i Qo, a w srodku sfer

znajduje sie punktowy ladunek q. Jakie zwiazki musza spelniac
q, Q, i Qo, aby powloki byly mechanicznie stabilne, tzn. aby nie

podlegaly silom sciskajacym ani rozciagajacym?

Rys. 4

Rys. 5

221. Zgodnie z przyjetym zalozeniem dzialajaca wzdluz sznura sila napinajaca ma stala

wartosc - przyjmijmy, ze jest ona równa W (na granicy zerwania). Rozwazmy odcinek

petli o dlugosci dl, czemu odpowiada kat skrecenia da = dl/r. Na ten odcinek dzialaja
dwie sily W (rys. 5), których wypadkowa ma wartosc W da = Wdl/r, oraz sila nacisku ze

strony walca dF. Poniewaz wypadkowa wszystkich tych sil jest równa dm . a = {]dl· w2r,

wiec otrzymujemy dF/dl = (W/r) - {]w2r. Calkowita sile F dzialajaca na os znajdziemy

dodajac rzuty dF na wspólny kierunek (na rys. 4 - kierunek poziomy), co jest równowazne

zrzutowaniu odcinków dl na kierunek pionowy i pomnozeniu sumy (tzn. srednicy walca) przez
wyliczone dF/dl. Ostatecznie F = (dF/dl) . 2r = 2(W - (]w2r2).

222. Obliczmy sile dzialajaca ua maly element powloki o powierzchni dS ze strony reszty

powloki. Jest to równowazne wyliczeniu natezenia pola w srodku malej "dziurki w powloce".
Przedstawmy to pole jako sume pola calej powloki bez "dziurki" oraz pola samej czesci

usunietej (malego kólka), której ladunek dQ zostal wziety z przeciwnym znakiem. Jesli

punkt, w którym badamy pole, lezy nieco wewnatrz sfery (zalozenie bez istotnego znaczenia),
to w nim pole calej powloki jest równe zeru i pozostaje tylko pole kólka, którego natezenie
jest w bardzo malej odleglosci od niego takie, jak pole nieskonczonej plaszczyzny - czyli

• 1 dQ d' . dQ Q • Q p' l ka b d .rowne -- --, a po po stawlemu - = --2 - rowne ---2' lerwsza pow o e Zle
2co dS dS 41rr 81rcor

w równowadze wtedy, gdy obliczone pole w srodku "dziurki" (dla Q = Q1) bedzie przeciwne
do pola ladunku q - stad Q1 = -2q. W podobny sposób dla drugiej powloki wyznaczamy
Q2 = -2(q + Q1) = 2q.

A oto nieco prostszy wariant rozwiazania. Oznaczmy natezenie pola elektrycznego po

jednej (np. wewnetrznej) stronie powloki jako E, a po drugiej (np. zewnetrznej) - jako E'.
\.\Tarunek równowagi powloki oznacza, ze przy niewielkiej zmianie jej promienia pole nie

wykonuje nad nia pracy, czyli nie wystepuje zmiana calkowitej energii pola elektrostatycznego.
Poniewaz podczas zmiany promienia powieksza sie jeden z dwóch obszarów przestrzeni,

a zmniejsza drugi, wiec brak zmiany calkowitej energii nastapi tylko wtedy, gdy lEI = IE'I.
Przy niezerowym ladunku powloki oznacza to, ze pole po obu stronach powloki (tuz przy

niej) ma te sama wartosc, a przeciwne zwroty. Otrzymujemy te same warunki, co poprzednio:
Q1 = -2q i Q2 = -2(q + Q1) = 2q.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 1996

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 313 (WT=2,67) i 314 (WT=1,62)
z numeru 1/1996

Piotr LipiIiski - Ra.dom 43,51

Henryk Kornacki - Augustów 42,07
Tadeusz Józefczyk - Pozna.n 38,10
Przemyslaw Gadzinski- Sroda. Sl. 35,76.

--
Zadania z matematyki nr 327, 328

Redaguje Marcin E. KUCZMA

327. Rozwazamy wielomiany postaci x4 + ax3 + bx + c, majace cztery pierwiastki

rzeczywiste. Wyznaczyc wszystkie mozliwe wartosci iloczynu ab.

328. Zbiór Z zawarty w plaszczyznie ma nastepujaca wlasnosc: dla kazdego

punktu P E Z liczba punktów Q E Z spelniajacych warunek IPQI = rwynosi

2 gdy O< r < l ; l gdy r = l ; O gdy r > l .
Czy zbiór Z musi byc okregiem?

Zadanie 328 zaproponowal pan Leslaw Skrzypek z Rzeszowa.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 6/1996

323. Wyznaczyc wszystkie potegi liczby 2 (o wykladniku calkowitym dodatnim), których zapis

w siódemkowym ukladzie pozycyjnym sklada sie z samych jedynek .

Przypominamy tresc zadan:

44,•

324. Punkt G jest srodkiem ciezkosci czworoscianu ABCD wpisanego w sfere o srodku O

i promieniu R. Proste AG, BG, CG, DG przecinaja te sfere odpowiednio w punktach K, L, M, N

) .. 1 1 1 14
(róznych od A, B, C, D . Dowiesc, ze IGKI2 + IGLI2 + IGMI2 + IGNI2 :::: R2 .

323. Ciag zlozony z x jedynek przedstawia w ukladzie siódemkowym liczbe (7X - 1)/6.

Zadanie sprowadza sie wiec do rozwiazania równania 7x - l = 6 . 2Y, czyli

7x _ l = 3 ·2y+1

w liczbach calkowitych x, y ~ l.

Jesli para (x, y) jest rozwiazaniem, to prawa strona tego równania dzieli sie przez 4,

wobec czego x musi byc liczba parzysta: x = 2k. Lewa strona jest wiec równa iloczynowi

(7k + 1)(7k - l), w którym pierwszy czynnik nie dzieli sie przez 3. Zatem

7k + l = 2u, 7k - l = 3 . 2v

dla pewnych liczb calkowitych u ~ 3, v ~ l. Odejmujac te równosci stronami i dzielac przez 2

otrzymujemy równosc l = 2u-1 - 3· 2V-\ ostatni skladnik musi byc liczba nieparzysta.

Stad v = l, k = l, ·x = 2, Y = 3. Para (x,y) = (2,3) spelnia rozwazane równanie i jest jego

jedynym rozwiazaniem.

Rozwiazanie zadania M 786. Jesli

A = C lub B = D, to teza zadania jest

oczywista. W przeciwnym razie zrzutujmy

wszystkie punkty na plaszczyzne

równolegla do prostych AC i BD,

co sprowadzi zadanie do przypadku,

gdy wszystkie punkty leza w jednej

plaszczyznie (rzut prostopadly zachowuje

dlugosc odcinków równoleglych do

plaszczyzny rzutowania i nie wydluza

pozostalych). Zalózmy, ze teza zadania

nie jest spelniona.

324. Oznaczmy: DA = Vl, oB = v2, (')(] = v3, OB = v4, aG = w = t LVi. Kazdy

z iloczynów IAGI·IGKJ, IBGI'IGLI, ICGI·IGMI, IDGI·IGNI jest równy R2 - IOGI2. Stad

_1__ IAGI2 _ (w - vd2
IGKI2 - (R2 -IOGI2)2 - (R2 _ w2)2

pozostale trzy skladniki rozwazanej sumy wyrazaja sie analogicznymi wzorami. A zatem

l l l l L(w-v;)2 L(R2+w2-2w.vi)

IGKI2 + IGLI2 + IGMI2 + IGNI2 = .... = ------- =

4R2 + 4w2 - 2w ·4w 4 4
------ = --- > -
(R2 - w2)2 R2 - w2 - R2

Z twierdzenia cosinusów wiemy, ze jesli

dlugosci ramion trójkata sa mniejsze

od 1, a dlugosc podstawy jest nie.

mniejsza od .J2, to kat miedzy ramionami

jest rozwarty. Wynika stad, iz lamana

zamknieta ABC D nie moze wyznaczac

czworokata, gdyz musialby on miec

wszystkie katy rozwarte. Jesli natomiast

lamana mialaby samoprzeciecie1

w pewnych trójkatach musialyby byc po

dwa katy rozwarte.
B

A

Gdyby bylo IACI, IBDI > .J2,

to wszystkie kolorowe katy bylyby
rozwarte.

Uzyskana sprzecznosc konczy dowód.

Rozwiazanie zadania M 788. Zalózmy, ze teza zadania nie jest prawdziwa. Wprowadzmy na

plaszczyznie uklad wspólrzednych i zdefiniujmy punkty:

,1 ,1 , 1( ,1
A =2"(A-a), a =2"(a-A), B =2"B-b), b =2"(b-B),

,1 ,1 ,1 ,1
C=2"(C-c), c=2"(c-C), D=2"(D-d), d=2"(d-D)

Latwo zauwazyc, ze IA'a'1 = IAal, IB'b'1 = IBbl, IC'c'1 = ICcl, ID'd'1 = IDdl, wiec takze dlugosc

tych "nowych" odcinków jest wieksza od .J2. Wynika stad, ze punkty te leza na zewnatrz kola

o srodku w punkcie (O, O) i srednicy .J2 (poczatek ukladu wspólrzednych jest srodkiem odcinków

A'a', B'b', C'c', D'd'). Ponadto, z nierównosci trójkata wynika, iz IA'B'I, IB'C'I,IC'D'I, ID'A'I,

la'b'l, Ib'c'l, Ic'd'l,ld'a'l,lA'c'1, ID'b'l, IC'a'I,IB'd'l:::; 1, (czyli po prostu zredukowalismy zadanie

do "przypadku srodkowo-symetrycznego"). Dla przykladu:

,,1 1 1 1 l 1
lA B I = 12"(A - a) - 2"(B - b)1 = 12"(A - B) + 2"(b - a)1 :::; 2"(IABI + lab!) :::; 2"(1+ 1) = 1.

Pozostale nierównosci mozna udowodnic w podobny sposób. Na mocy zadania 787. widzimy,

ze istnieje taka prosta przechodzaca przez punkt (0,0), ze punkty A', B', C', D' leza po jednej jej

stronie, punkty a', b', c', d' zas - po drugiej. Podobnie, niech przechodzace przez punkt (0,0) proste f3

i, oddzielaja odpowiednio punkty AI,D/,b/, CI od B', CI, a',d' i A', B', d/,e' od Dl, C', a,' b'.

Jednakze trzy proste przechodzace przez jeden punkt dziela plaszczyzne na nie wiecej niz 6 czesci,

wiec któres dwa sposród punktów A', BJ l C', Dl, al, b', c', dl nie sa oddzielone zadna z prostych

a, {3", co prowadzi do sprzecznosci. Teza zadania jest wiec prawdziwa.
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