
400 lat temu nie tylko przeniesiono stolice Polski I tylko potrzebny byl ktos, kto powiedzialby, ze myslimy

do Warszawy, lecz takze urodzil sie Rene Descartes, teraz zupelnie odmiennie - moze madrzej, ale na pewno

Kartezjusz. Dla dziejów naszego swiata to niezmiernie inaczej. Kto jasno stwierdzilby, ze jest to poczatek nowego

wazna okolicznosc. W Europie nagromadzilo sie wtedy swiata. I te wlasnie role spelnil Kartezjusz stwarzajac
nieslychanie wiele czynników, które mialy odmienic zycie jezyk i metode nowego myslenia. Jego miejsce w naszym

jej mieszkanców (i calej kuli ziemskiej). Zmienila sie swiecie jest tak eksponowane, ze przypisuje sie mu nawet
i mapa polityczna, i sposoby chwalenia Najwyzszego, rzeczy, których nie zrobil. I tak np. kartezjanski uklad

wymyslono mikroskop (co dalo nam malenkich sasiadów wspólrzednych wprowadzil Pierre Fermat. XVIII-wieczna
- mikroby) i teleskop (co dalo nam ksiezyce Jowisza, klótnie o ksztalt geoidy (wrzeciono czy dysk) opisuje sie

a wraz z nimi nadzieje, ze nie jestesmy w Kosmosie sami), jako kartezjansko-newtonowska, choc strona francuska byla
ciala niebieskie nareszcie zaczely krazyc po elipsach w niej reprezentowana przez Jeana i J acquesa Cassinich.

(i powszechne ciazenie bylo tuz za progiem), rosliny po Tak wiec przypisuje sie Kartezjuszowi wszystko - dobre
raz pierwszy jawnie zaczely odzywiac sie powietrzem, i zle.

slowem - wszystko zmierzalo ku koleinom, które z naszego I slusznie - za wszystko bowiem, co nazywa sie nauka

dzisiejszego punktu widzenia nazwac by wypadalo nowozytna, odpowiedzialnosc ponosi.

normalnoscia· W t . t . d ..ym numerze zamIeszczamy rzy wypowIe ZI na Jego temat.

Czwarta, moze bardziej sceptyczna (wzgledem nas - wspólczesnych, nie wzgledem niego) zamiescimy w nastepnym numerze.

Kartezjusz matematyk Roman MURA WSKI

Kartezjusz, uznawany za ojca filozofii nowozytnej,

zajmowal sie równiez matematyka. Choc byl

niewatpliwie jednym z najbardziej matematycznie

uzdolnionych myslicieli swej epoki, to jego

glówne zainteresowania nie koncentrowaly sie

jednak na matematyce, lecz na filozofii i naukach

przyrodniczych. Napisal wlasciwie tylko jedno dzielo

poswiecone matematyce, niemniej jego znaczenie dla

matematyki jest ogromne.

Prace matematyczne Kartezjusza wyrastaly

z jego poszukiwan ogólnej metody myslenia, która

ulatwialaby robienie wynalazków i poszukiwanie

prawdy w nauce, przy czym to wlasnie matematyka

miala dostarczac wzorca metody naukowej. Wynikiem

jego rozwazan metodologicznych byla zasada badania

metody przed badaniem rzeczy. Kryterium pewnosci

w nauce stanowi, wedlug Kartezjusza, jasnosc

i wyraznosc idei. Glosil program powszechnej wiedzy

racjonalnej na wzór matematyki. W pracy Rozmowa

z Burmanem pisal: "Matematyka zas przyzwyczaja

do poznawania prawdy, poniewaz w matematyce

wystepuja trafne rozumowania, jakich nigdzie poza

tym nie znajdziesz. I dlatego ten, kto raz nagial swój

umysl do rozumowan matematycznych, bedzie mial

równiez [umysl] zdolny do poszukiwania innych prawd,

skoro rozumowanie wszedzie jest jedno i to samo" .

Descartes R., Rozmowa z Burmanem, w: Medytacje o pierwszej

filozofii wraz z Zarzutami uczonych mezów i Odpowiedziami

autora oraz Rozmowa z Burmanem, tlum. L Dalnbska, PWN,

Warszawa 1958, s. 296.

Wedlug Kartezjusza jedynie matematycy umieja

znajdowac dowody i dzieki temu dostarczac wiedzy

pewnej. Zródel tej umiejetnosci dopatruje sie on

w fakcie, ze w matematyce rozwaza sie same tylko
wlasnosci ilosciowe. W Prawidlach kierowania

umyslem pisal: ,,( ... ) scisle do matematyki odnosi

sie to wszystko, w czym bada sie porzadek i miare,

bez wzgledu na to, czy owej miary szukac nalezy

w liczbach czy figurach, gwiazdach, dzwiekach, czy

w jakimkolwiek innym przedmiocie; musi zatem
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istniec jakas ogólna nauka, która by wyjasniala to

wszystko, co moze byc przedmiotem badan odnosnie

do porzadku i miary nie przyslugujacych zadnej

szczególnej materii".

Descartes R., Prawidla kierowania umyslem, tlum. L. Chmaj,

PWN, Warszawa 1958, s. 21.

N auke te proponowal nazwac matematyka uniwersalna

- "ona [bowiem] zawiera to wszystko, dzieki

czemu inne nauki nazywaja sie matematycznymi"

(tamze). Pewnosc zas matematyki wynika, wedlug

Kartezjusza, z tego, ze "one [tzn. arytmetyka

i geometria] ( ... ) jedynie zajmuja sie tak czystym

i prostym przedmiotem, iz niczego zupelnie nie

zakladaja, co by doswiadczenie czynilo niepewnym,

ale polegaja calkowicie na rozumowym wyprowadzaniu

wniosków. Sa wiec one ze wszystkich naj latwiejsze

i najjasniejsze" (tamze, s. 8). Z przekasem dodawal

tez, ze: "Wszelako nie powinno nas dziwic, jesli wiele

umyslów przyklada sie chetniej do innych nauk lub

do filozofii [w pojmowaniu scholastycznym - przypis

tlumacza]: pochodzi to bowiem stad, ze kazdy smielej

pozwala sobie na snucie przypuszczen w rzeczy

niejasnej niz oczywistej i ze o wiele latwiej jest

o jakiejkolwiek kwestii czynic domysly, anizeli dojsc

do samej prawdy w jednej kwestii, chociazby bardzo

latwej" (tamze, s. 9). W samej matematyce nalezy,

wedlug Kartezjusza, stosowac metody analityczne

- dopuszczal on przy tym tylko intuicje i dedukcje.

Przez intuicje rozumial "tak latwe i wyrazne pojecie

umyslu czystego i uwaznego, ze o tym, co poznajemy,

zgola juz watpic nie mozemy, lub, co na jedno

wychodzi, pojecie niewatpliwe umyslu czystego

i uwaznego, które pochodzi z samego rozumu,

a jako prostsze jest pewniejsze nawet od dedukcji"

(Prawidla ... , s. 12). Przez dedukcje zas rozumial

"to wszystko, co daje sie wysnuc z koniecznoscia

z jakichs innych rzeczy poznanych w sposób

pewny" (tamze). Stad wynika wiec w szczególnosci,

ze aksjomaty matematyki byly dla Kartezjusza

prawdami pewnymi i niepodwazalnymi.



Omówiwszy poglady Kartezjusza na metodologie

matematyki i na znaczenie tej ostatniej dla nauki

jako takiej, przejdzmy do jego osiagniec na polu

samej juz matematyki. Wydaje sie, ze Kartezjusz

na serio zainteresowal sie nia w czasie surowej zimy

1619 roku, która spedzil jako ochotnik w wojsku.

Wtedy to prawdopodobnie odkryl formule, znacznie

pózniej znaleziona równiez przez Eulera, a gloszaca,

ze V - E + F = 2, gdzie V jest liczba wierzcholków,

E liczba krawedzi, F zas liczba scian dowolnego

danego wieloscianu zamknietego.

To odkrycie Kartezjusza ogloszone zostalo dopiero w 1860 roku.

W liscie z roku 1628 do jednego z przyjaciól

holenderskich pisal Kartezjusz, iz uczynil tak wielkie

postepy w arytmetyce i geometrii, ze wiekszych nie

moze juz sobie zyczyc. Jakie to byly osiagniecia

i czego dotyczyly, nie mozna dokladnie stwierdzic

z tej prostej przyczyny, ze Kartezjusz niczego

nie opublikowal. Byc moze mial on tu na mysli

to, co potocznie uchodzi dzis za najwieksze jego

osiagniecie, a mianowicie geometrie analityczna?

Jedynym opublikowanym dzielem matematycznym

Kartezjusza jest La geometrie z roku 1637.
Stanowila ona ostatni z trzech dodatków do

sztandarowego i najbardziej dzis chyba znanego dziela

metodologicznego Kartezjusza, a mianowicie Discours

de la methode pour bien conduire sa raison et chercher

la verite dans les sciences (Rozprawa o metodzie

wlasciwego kierowania rozumem i poszukiwania prawdy

w naukach, tlum. W. Wojciechowska, PWN, Warszawa

1970). Pozostale dwa dodatki to La dioptrique

(Dioptryka) i Les meteores (Meteory). Poniewaz

pózniejsi wydawcy nie widzieli bezposredniego

zwiazku miedzy glówna czescia dziela a dolaczonymi

dodatkami, w nastepnych wydaniach Discours ...

dodatki pomijano. La geometrie rozpowszechnila

sie w przekladzie lacinskim (wydanie I: 1649 rok)

zaopatrzonym w obszerne komentarze i oryginalne

dopelnienia wydawcy. W drugiej polowie XVII wieku

stala sie ksiazka podreczna wszystkich twórczych

matematy ków.

W Discours de la methode znajdujemy m.in.

ogólne uwagi na temat metod, które powinny

byc stosowane w nauce, a wiec i w matematyce.

W szczególnosci mamy tu cztery prawidla, które

- zdaniem Kartezjusza - zupelnie wystarcza w logice.

Sa one nastepujace:

(1) "nigdy nie przyjmowac za prawdziwa zadnej

rzeczy, zanim by jako taka nie zostala rozpoznana

przeze mnie w sposób oczywisty" ,

(2) "dzielic kazde z badanych zagadnien na tyle

czastek, na ile by sie dalo i na ile byloby potrzeba dla

najlepszego ich rozwiazania",

(3) "prowadzic swe mysli w porzadku, poczynajac

od przedmiotów naj prostszych i naj dostepniejszych

poznaniu, i wznosic sie po trochu, jakby po stopniach,

az do poznania przedmiotów bardziej zlozonych",
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(4) "czynic wszedzie wyliczenia tak calkowite

i przeglady tak powszechne, aby byc pewnym, ze nic

nie zostalo pominiete" .

Odnajdujemy wiec tu zarówno postulat nieuznawania

zadnego zdania, które nie jawi sie jasno i wyraznie

(zasada (1)), jak i zachete do stosowania metody

analitycznej (zasada (2)) oraz dedukcji (zasada (3)).

Zasady te stanowia fundament logiki matematycznej

i metody aksjomatyczno-dedukcyjnej i sa

podstawowymi zasadami, na podstawie których

rozwijamy dzis teorie matematyczne.

Przejdzmy teraz do omówienia scisle matematycznej

czesci Discours de la methode, czyli dodatku

La geometrie. Zacznijmy omawianie go od

stwierdzenia, ze byl on wynikiem zastosowania przez

Kartezjusza jego ogólnej metody unifikacji, o której

mówilismy na poczatku - w tym przypadku chodzilo

o unifikacje geometrii i algebry. Powiedzmy tez od

razu, ze wbrew potocznym opiniom nie znajdujemy

w tym dziele systematycznego wykladu geometrii

analitycznej w dzisiejszym sensie! Cel, jaki stawial

sobie Kartezjusz w tej pracy, daje sie jasno odczytac

juz z pierwszego, otwierajacego ja zdania: "Dowolny

problem geometryczny mozna latwo przeformulowac

w takich terminach, ze do jego konstrukcji wystarczy

znajomosc dlugosci pewnych linii". Celem Kartezjusza

bylo wiec z jednej strony zastosowanie algebry do

geometrii i uwolnienie w ten sposób tej ostatniej od

koniecznosci stosowania wy kresów, a z drugiej, nadanie

znaczenia operacjom i dzialaniom arytmetycznym

poprzez odpowiednie zinterpretowanie ich za

pomoca pojec geometrycznych. Zastosowana przezen

w La geometrie metoda polegala na wyjsciu od

pewnego problemu geometrycznego, przetlumaczeniu

go na jezyk równan algebraicznych, a nastepnie,

po uproszczeniu odpowiedniego równania, rozwiazaniu

go metodami geometrycznymi. W ten sposób

kazda z galezi matematyki dawala to, co posiadala

najlepszego dla rozwiazania rozwazanego problemu.

Widac wiec tu wyraznie idee unifikacji matematyki.

A byla to idea bardzo istotna i potrzebna, jesli zwazyc

fakt, ze od starozytnosci arytmetyka i geometria

rozwijaly sie wlasciwie jako osobne, nie majace

zadnego zwiazku, dziedziny (pierwsza dotyczyla

wielkosci dyskretnych, druga - ciaglych).

Dodatek La geometrie skladal sie z trzech czesci

(ksiag). W pierwszej z nich znajdujemy jedynie

podstawowe zasady tego, co dzis zwiemy geometria

analityczna, szczególowe badania nad znajdowaniem

rozwiazan równan kwadratowych oraz pewne

rozwazania nad problemem postawionym przez

Pappusa, tzn. nad problemem miejsca geometrycznego

takich punktów, ze iloczyn ich odleglosci od

n prostych jest w stalym stosunku do iloczynu ich

odleglosci od n lub n - 1 innych prostych. Mówiac tu

o zaczatkach geometrii analitycznej trzeba zaznaczyc,



ze Kartezjusz nie uzywal wspólrzednych dla okreslenia

polozenia punktu, nie myslal tez o wspólrzednych jako

o parze liczb.

W ksiedze drugiej mamy rozwazania nad "owalami

Kartezjusza". Kartezjusz rozwaza tam m.in. równania

postaci:

f(x, y) = ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + e = O

i podaje warunki, kiedy równanie to przedstawia

hiperbole, kiedy parabole, a kiedy elipse. Podaje takze

metode znajdowania stycznej do danej stozkowej.

Ksiega trzecia podejmuje na nowo problematyke

ksiegi pierwszej, tzn. konstrukcje pierwiastków

równan algebraicznych. Znajdujemy tu m.in. "regule

znaków Kartezjusza", która glosi w uproszczeniu,

ze równanie algebraiczne f( x) = O ma co najwyzej

tyle pierwiastków dodatnich, ile mamy zmian znaku

w ciagu wspólczynników w f( x) i co najwyzej tyle

pierwiastków ujemnych, ile mamy zmian znaku

w ciagu wspólczynników w f( -x). Kartezjusz

byl przekonany, ze wszystkie problemy nauk

matematycznych moga byc wyrazone za pomoca

równan algebraicznych róznych stopni. Ogólna metode

rozwiazywania takich równan stanowi ich wykreslanie.

Pierwiastki rzeczywiste równan kwadratowych

moga byc wykreslone za pomoca przeciecia okregu

i prostej, pierwiastki równan stopnia trzeciego

i czwartego wykresla sie za pomoca przeciecia okregu

i paraboli, dalej pierwiastki równan stopnia piatego

i szóstego wykresla Kartezjusz za pomoca okregu

i krzywej rzedu 3 zwanej dzis parabola Kartezjusza

lub trójzebem Newtona. Ogólnie konstrukcji

pierwiastków równania stopnia n > 3 dokonuje sie,

wedlug Kartezjusza, za pomoca dwóch krzywych

rzedu nizszego niz n, których punkty wykresla sie na

podstawie rozwiazania równan stopnia takze nizszego
mz n.

Dodajmy, ze celem Kartezjusza w La geometrie

bylo raczej zakomunikowanie uzyskanych wyników

niz ich wyjasnianie. Stad wyklad jest raczej malo

systematyczny, a dowody z reguly pominiete czy

"zastapione" uwagami typu: "Nie bede zatrzymywal

sie tu nad podawaniem szczególów, poniewaz

pozbawilbym w ten sposób czytelnika przyjemnosci
znalezienia ich samemu" .

Znaczenie La geometrie polega nie tylko na pewnej

unifikacji geometrii i algebry oraz stworzeniu w ten

sposób zaczatków geometrii analitycznej, ale takze na

ostatecznym przezwyciezeniu ograniczen wynikajacych

z zasady jednorodnosci. Aby wyjasnic te kwestie,

musimy cofnac sie do starozytnej Grecji, do momentu

odkrycia wielkosci niewspólmiernych. Otóz jednym ze

sposobów wyjscia z trudnosci ujawnionych przez to

odkrycie byla tzw. algebra geometryczna. Polegala

ona na zastapieniu liczb i wykonywanych na nich

dzialan przez figury geometryczne i operacje na nich

wykonywane. Liczba stala sie w ten sposób odcinkiem
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otrzymanym z odcinka przyjetego za jednostke przez

dodawanie skonczona liczbe razy, kwadrat liczby byl

polem, a szescian - objetoscia odpowiedniej figury.

W konsekwencji wiec wyrazenia typu a2 + b - e3

nie mialy sensu. Kartezjusz zerwal ostatecznie

z tym ograniczeniem interpretujac potegi liczby po

prostu jako dlugosci linii. Odrzucenie ograniczen

wynikajacych z zasady jednorodnosci pozwolilo mu

na traktowanie kazdego równania algebraicznego po

prostu jako zwiazku miedzy liczbami. Stanowilo to

istotny postep w abstrakcji matematycznej.

Mówiac o zaslugach Kartezjusza dla matematyki

nalezy tez koniecznie wspomniec o tym, ze wprowadzil

on wiele nowoczesnych oznaczen. La geometrie jest

wlasciwie najdawniejszym tekstem matematycznym,

który dzisiejszy matematyk moze czytac bez klopotów

i trudnosci ze zrozumieniem stosowanej symboliki.

Wiele z symboli uzywanych przez Kartezjusza jest

stosowanych (z niewielkimi zmianami) do dzis.

Dla przykladu: znajdujemy u niego wyrazenia

postaci laJiaa + bb. Rózni sie ono od tego,

co napisalibysmy dzis, jedynie tym, ze mamy

tu aa zamiast dzisiejszego a2 - choc dodac trzeba,

ze znajdujemy u Kartezjusza a3 zamiast aaa, czy a4
zamiast aaaa.

Podsumujmy zaslugi Kartezjusza jako matematyka.

Jest on wlasciwie autorem tylko jednego dziela

matematycznego, do tego dziela nie samodzielnego,

lecz stanowiacego jedynie jeden z trzech dodatków

do innej pracy. Postac Kartezjusza nie moze

byc jednak pominieta przez zadnego historyka

matematyki. Na trwale wpisal sie on w dzieje tej

(i nie tylko tej!) nauki przede wszystkim przez

swoje rozwazania metodologiczne. I choc postulat

stworzenia matematyki uniwersalnej (rozwiniety

pózniej przez G.W. Leibniza w postaci projektu

eharaeteristiea universalis) nie daje sie w pelni

zrealizowac, to sformulowane przez Kartezjusza

zasady i reguly do dzis wyznaczaja metody budowania

i rozwijania teorii naukowych, w szczególnosci

zas teorii matematycznych. Fakt, ze wydaja nam

sie one dzis oczywiste, to tylko dowód na to, jak

dobrze zadomowily sie one w naszej metodologii.

Jesli chodzi o kwestie scisle juz matematyczne,

to zasluga Kartezjusza pozostaje niewatpliwie

unifikacja matematyki, dokladniej algebry i geometrii,

i przez to stworzenie idei geometrii analitycznej

(przypominaja o tym m.in. stosowane dzis nazwy

takie, jak "produkt (iloczyn) kartezjanski" czy

"wspólrzedne kartezjanskie"). Dalej, ostateczne

przezwyciezenie ograniczen zasady jednorodnosci,

co stanowilo nieodzowny krok umozliwiajacy ogólne

traktowanie krzywych algebraicznych, a w dalszej

perspektywie rozwój abstrakcji matematycznej.

Kartezjusz przyczynil sie tez do rozwoju symboliki

matematycznej wprowadzajac wiele symboli i oznaczen

funkcjonujacych z powodzeniem do dzis.


