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Waldkowe rozwiazania

zadan swiatecznych

W Delcie 12/1996 redakcja EPSILONA zaproponowala

Czytelnikom konkurs swiateczny prezentujac piec

zadan nadeslanych przeze mnie. "Waldkowe zadania na

swieta" nie sa oryginalne i wiekszosc z nich zaczerpnalem

z kanadyjskiego czasopisma Crux Mathematicorum. Byc

moze czesc Czytelników dopiero teraz polubi te zadania,

widzac "epsilon owe" rozwiazania.

1. Szesc sposród osmiu wierzcholków równolegloscianu

lezy na jednej sferze. Czy równolegloscian ten musi byc

prostopadloscianem?

Nie. N a przyklad wierzcholki dwóch sasiednich

scian bocznych graniastoslupa prostego o podstawie

równolegloboku leza na jednej sferze. (Sciany boczne

takiego graniastoslupa sa prostokatami.)

2. Na bokach AD i BC równolegloboku ABCD tak obrano

punkty K i L, ze AK = LC. Niech P bedzie dowolnym

punktem lezacym na boku CD. Prosta K L przecina proste

AP i BP odpowiednio w punktach M i N. Wykazac,

ze polel\.AK M + polel\.BLN = polel\.P MN.

Dodajac do obu stron powyzszej równosci pole

czworokata ABN M (rys. 1) pozostaje do wykazania,

ze pole czworokata ABLK jest równe polu trójkata ABP.

A to juz jest latwe, bowiem obie te wielkosci sa równe

polowie pola równolegloboku ABCD.

3. Wewnatrz trójkata równobocznego ABC obrano

(w sposób dowolny) punkt P. Niech D, E, F beda rzutami

prostokatnymi punktu P odpowiednio na boki BC, CA, AB.

Udowodnic, ze suma pól trójkatów PAF, PBD, PCE nie

zalezy od wyboru punktu P.

Przez punkt P prowadzimy trzy proste równolegle

do boków trójkata ABC (rys. 2). Teraz juz nietrudno

zauwazyc, ze suma pól trójkatów PAF, PBD, PCE jest

równa polowie pola trójkata ABC, czyli nie zalezy od

wyboru punktu P.

4. Niech n > 2 bedzie liczba naturalna. Czy istnieja liczby

calkowite x, y, z, wszystkie rózne od zera, spelniajace

równanie: (x2n + y2n + z2n)2 = 2(x4n + y4n + z4n)?

Takie liczby nie istnieja. Dane równanie jest równowazne
równaniu

(xn +yn +zn)( _xn +yn +zn)(xn _yn +zn)(xn +yn _zn)=O,

które, na mocy Wielkiego Twierdzenia Fermata, nie ma

rozwiazan spelniajacych warunki zadania.

5. Czy istnieja takie liczby naturalne 1 < k < l < n,

ze liczby (~) i (7) sa wzglednie pierwsze?

Nie, nie istnieja! Z latwej do sprawdzenia tozsamosci

(~) (n~k) = (7) (n;l) wynika, ze gdyby (~) i (7) byly

wzglednie pierwsze, to liczba G) musialaby dzielic

liczbe (n;l). To jednak jest niemozliwe, gdyz (n;l) < (~).

Autorem ostatniego zadania jest slynny wegierski

matematyk Pil Erdos. Zwykl byl on oferowac (niekiedy

bardzo wysokie) nagrody pieniezne za rozwiazania

problemów matematycznych, z którymi sam sie zmagal

i których byl autorem. Sam potrafil ocenic trudnosc

danego problemu i oferowac adekwatna sume.

N a jednej z konferencji Erdos podzielil sie powyzszym

problemem ze swoim przyjacielem, australijskim

matematykiem, Georgem Szekeresem, zaznaczajac, ze nie

zna rozwiazania i zadanie to moze byc nietrywialne.

Podczas wykladu Szekeresowi udalo sie znalezc rozwiazanie

problemu Erdosa, podobne do powyzszego. N a przerwie

podszedl wiec do autora zadania i z powazna mina

powiedzial:

- Wyglada mi to na interesujacy problem. Ile

zaoferowalbys za rozwiazanie?

- Och, 5 dolarów ... - odpowiedzial bez wahania Erd6s.

Musze powiedziec, ze Paul mi zaplacil i byl to

jedyny raz, kiedy w ten sposób zarobilem od niego

pieniadze - niewatpliwie niezbyt uczciwie - wspomina

George Szekeres w liscie do redaktora pisma C1'UX

M athematicorum.

Po 16 latach panowie spotkali sie ponownie na konferencji

w 1993 roku poswieconej 80. urodzinom Paula Erdosa.

Erdos postawil ten sam problem raz jeszcze, po czym

obaj z Szekeresem doszli do wniosku, ze moze on

byc nielatwy! Minelo kilka tygodni, zanim Erdos

(przypadkowo, przegladajac swoje notatki) przypomnial

sobie, ze kilkanascie lat temu, razem z Szekeresem

opublikowali to zadanie! Mozna o nim oraz o innych

(otwartych) problemach dotyczacych symboli Newtona

przeczytac w pracy:

Paul Erdos, George Szekeres, Some number theoretic

problems on binomial coefficients, Australian Math. Soc.

Gazette 5(1978), str. 97-99.
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