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Dornki i studnie
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Nieomal kazdy, kto slyszy jedna z tych lamiglówek po raz pierwszy, bierze

kartke papieru i olówek, by po kilku próbach stwierdzic, ze tego sie nie da

narysowac. Rzeczywiscie, z poczatku drogi rysuje sie gladko, lecz zawsze okazuje

sie, ze ostatniej, brakujacej do rozwiazania lamiglówki, nijak na kartce papieru

umiescic nie mozna, o ile nie chcemy przecinac wczesniej narysowanych. Jesli

ktos nigdy jeszcze nie próbowal, niech sie przekona "wlasnorecznie" .

Zacznijmy od przypomnienia dwóch starych jak swiat lamiglówek. W pierwszej

z nich mowa jest o trzech studniach i trzech domkach; chodzi o to, by kazdy

domek polaczyc droga z kazda studnia spelniajac jednoczesnie kaprys wlascicieli:

mianowicie, rózne drogi nie moga sie przecinac.

W drugiej lamiglówce nie ma studni, a domków jest za to piec. Tym razem

rozwiazujacy ma wymyslic sposób polaczenia domków sciezkami tak, by kazde

dwa byly polaczone bezposrednio (tzn. zeby mozna bylo pomaszerowac

z kazdego domku do dowolnego innego, nie odwiedzajac po drodze pozostalych).

J ak poprzednio, sciezki nie moga sie przecinac.
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No dobrze, ale przeciez - zarówno w matematyce, jak i poza nia - seria

niepowodzen to wcale jeszcze nie dowód na to, ze czegos istotnie zrobic nie

mozna. Scisle uzasadnienie faktu, ze zadna ze wspomnianych lamiglówek nie ma

rozwiazania, podamy wykorzystujac wzór Eulera.

Rys. 1. Dla grafu u góry (domek) mamy

5= 4, W = 12, K = 14; dla grafu u dolu

(samolot) mamy 5= 6, W = 23, K = 27.

Przypuscmy, ze na plaszczyznie mamy tzw. graf, to znaczy pewna liczbe

kropek polaczonych nie przecinajacymi sie kreskami. Zalózmy w dodatku,

ze z kazdej kropki do kazdej innej mozna przewedrowac po narysowanych

kreskach (intuicyjnie znaczy to tyle, ze graf sklada sie z jednego tylko kawalka,

a nie, na przyklad, z dwóch czy trzech polozonych z dala od siebie). Mówi sie

wówczas, ze graf jest spójny. Wzór Eulera orzeka, ze w takiej sytuacji liczba

kropek W, liczba kresek J( i liczba S czesci, na które graf dzieli plaszczyzne,

spelniaja zaleznosc W - J( + S = 2. Przyklady pokazane sa na rysunku 1,

a jesli komus nie chce sie czytac (niezbyt trudnego) dowodu, który mozna

znalezc np. w Delcie 5/1996, to niech przynajmniej narysuje na kartce papieru

kilka innych grafów spójnych i sprawdzi dla nich zaleznosc miedzy liczbami VII,

J( i S.

W pierwszym zadaniu mamy W = 3 + 3 = 6, J( = 3 . 3 = 9 (bo kazdy domek

ma byc polaczony z kazda studnia). Ze wzoru Eulera wynika wiec, ze powinno

byc S = 5. Gdyby udalo sie nam zrobic rysunek rozwiazujacy lamiglówke,

to kazda z tych pieciu czesci plaszczyzny bylaby ograniczona przynajmniej

czterema kreskami. (Dwie lub trzy kreski to jeszcze za malo, bo w pierwszym
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przypadku musielibysmy miec dwie rózne drogi z pewnego domku do pewnej

studni, a w drugim - dwie studnie lub dwa domki polaczone bezposrednia

droga; zadnej z tych mozliwosci warunki zadania nie przewiduja.) Skoro tak,

to wszystkich kresek jest przynajmniej (5.4) : 2 = 10 (dzielimy przez 2,

bo kazda kreska jest wspólna dla dwóch czesci plaszczyzny), czyli za duzo!

Ta sprzecznosc dowodzi, ze zadania o studniach i domkach istotnie rozwiazac

sie nie da.

Rys. 2. Dla szescioscianu z przekatna

mamy W = 5, J{ = 10, a dla

czworoscianu z dodana osia symetrii

W = 6, J{ = 9.

W drugim zadaniu mamy W = 5 oraz J( = (5·4) : 2 = 10 (bo kazdy

z pieciu domków ma byc polaczony z kazdym z czterech pozostalych

i zadnej kreski-sciezki nie chcemy liczyc dwa razy). Powinno wiec byc

S = 2 + J( - W = 7. Jesliby sie udalo narysowac odpowiedni graf, to kazda

z tych siedmiu czesci mialaby brzeg zlozony tym razem z trzech kresek (wynika

to z faktu, ze kazde dW3;domki sa polaczone sciezka). Liczac, jak poprzednio,

kreski na nowo, otrzymujemy J( = (7·3) : 2 = lal, a to jest sprzecznosc.

Zamiast przypominac lamiglówki dobrze znane, powie moze ktos z Czytelników,

lepiej byloby dac w prezencie naj mlodszym milosnikom Delty nowa lamiglówke

tego rodzaju, zeby znowu mogli zablysnac na najblizszych imieninach Cioci

czy tez kólku matematycznym (niepotrzebne skreslic). Okazuje sie, ze istotnie

nowej lamiglówki polegajacej na zmuszaniu kogos do rysowania plaskiego

grafu, którego sie narysowac nie da, wymyslic nie mozna. Nie wynika to wcale

z lenistwa redakcji (którego staramy sie Czytelnikom nie pokazywac), lecz

z twierdzenia, które Kazimierz Kuratowski udowodnil w 1930 roku: kazdy graf

niesplaszczalny zawiera jeden z dwóch fragmentów pokazanych na· rysunku 2. Nie

trzeba wiele sprytu, by na tym rysunku zauwazyc opisane wyzej studnie i domki.

Rozwiazanie dla Kubusia

'Wytnijmy fragment torusa

zawierajacy dwa punkty
osobliwe:

Zmieniajac zaczesanie

mozemy te dwa punkty
osobliwe zdeformowac do

jednego (O indeksie -2).

Rozwiazanie zadania M 808. Skorzystamy ze wzorów

sin 2x:::: 2sinxcosx oraz cosJ.; = sin(x + 7r/2). Poniewaz
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R.ozwif\zanie zadania M 807. PrzYPusC'lnYt Z(~dwa

równoleglosciany o szukanej wlasnosci istnieja \Vtedy kazda ze scian

pi(>rvvsze~o z nich dawalaby VIIprzeCleciu z kazda ze scian drugiego

z nich odcinek. CZtrsc wspólna AJ obu równoleglosclanów jest

vvieloscianenl wypuklynl (bo Jest przeciecitm dwóch wieloscianó""

"vypuklych) o dwunastu scianach (h'z:tcych w plaszczyznach scian

obu równolegloscianów) Liczba 1\ kraw~dzi wielosnanu l'lI l na nloey

poczyniOtH:.l wyzej obserwacji, spelnia warunek ]( 2: 6 6:::: 36.

Z(" wzoru Eulera otrzyn1ujcmy liczr_'e wierzcholków

:1 1 2

1\ =:! + J\ - S = f{ - lO = "31\ + "3(J{ - 30) > 3](
J,_·dnakz(' pl'owadzi to do f;pr7,t'cznosci) bo kazda krawedz JTI<1

za kot1ce dwa wierzcholki) a w kazdynl wier7.cholku schodza si~

co najmnIej trzy kraw<;dzie, czyli 3~V ::; :!J( Sytuacja, o która

pytalIsmy w 'Zadaniu, nie 1l10ZC wiec zachodzic

A co L~dzl(" jc·sli zaiadaIl1Y jedynie, by kazda sciana pierwszego

równolegloscianu miala z ka~da sciana drugiego punkt wspólny (byc

mOZe lezacy na kra'..vt,;dzi jednego z równolegloscianó\v)? Kwestie

te pozostawian1Y do rozstrzygnIecia \Vnikliwyn1 Czyt(lnikom ufnie

prosz;lc o nadsylani,' rozwi;'!Z<.U1,bo zagadnienie wielce nas nurtuje
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