
\1alowanie map

W 1852 roku student londynskiego University College,

Francis Guthrie, powiedzial swemu bratu Frederickowi,

ze jego zdaniem mozna, uzywajac jedynie czterech

barw, pomalowac panstwa na dowolnej mapie tak,

by kazde dwa sasiednie (tzn. majace wspólny odcinek

granicy) mialy rózne kolory. Francis zauwazyl bowiem,

ze cztery kolory wystarczaja, gdy chcemy pokolorowac

hrabstwa na mapie Anglii. Skoro tak, to dlaczego

nie mialyby wystarczyc w dowolnym przypadku,

tzn. dla jakiejkolwiek mapy na kartce papieru (czyli

na plaszczyznie) lub na globusie (czyli na sferze)?

Gwoli scislosci przyjmijmy, ze granice kazdego pa11stwa

tworza jedna krzywa zamknieta (tego warunku nie

spelnia np. RPA).

Frederick Guthrie zwrócil sie z powyzszym problemem

do jednego ze swych wykladowców, Augustusa

De Morgana. De Morgan udowodnil, ze nie ma takiej

(plaskiej) mapy, na której znalazloby sie piec pa11stw

parami sasiednich. Nie jest to jeszcze, niestety, dowód

faktu, ze nie ma takiej mapy, do której pomalowania

trzeba uzyc przynajmniej pieciu barw (patrz rys. 1)

- i nie wiadomo, czy De Morgan byl tego swiadom,

gdy 23 pazdziernika 1852 roku pisal list do Hamiltona,

wspominajac o calej sprawie.

Rys. 1. Na mapie powyzej nie lTla czwórki parlstw parami sasiednich;

mimo to do jej pomalowania trzeba koniecznie uzyc czterech barw.

Wspomnijmy dla przykladu, ze w 1887 roku Journal

oj Education opublikowal konkurs dyrektora Clifton

College na dowód twierdzenia o czterech barwach, nie

dluzszy niz trzydziesci linii rekopisu. Wsród wielu

innych osób, z wlasnym "dowodem" pofatygowal

sie nawet biskup Londynu i pózniejszy arcybiskup

Canterbury, Frederick TempIe, który ponoc na

nudnych oficjalnych spotkaniach bywal obecny jedynie
cialem.

Gdy zatem w roku 1890 Percy John Heawood znalazl

istotny blad w rozumowaniu Kempego, to pisal

o tym w tonie niemal przepraszajacym. Krótka.,

szesciostronicowa praca Heawooda w Quarterly

Jour1wl oj Mathernatics zawiera kontrprzyklad

obalajacy dowód Kempego, dowód faktu, ze dowolna

mape mozna pomalowac co najwyzej piecioma

barwami, i jeszcze jeden zadziwiajacy rezultat,

o którym opowiemy dokladniej.

Rozwazmy mapy polozone na powierzchni Pg (rys. 2)

powstajacej przez doklejenie do sfery g "raczek".

Mozna równowaznie powiedziec, ze Pg to powierzchnia

obwarzanka, w którym piekarz zrobil g dziur.

Q-
Rys. 2. Powierzchnia Pg dla g = 3.

Liczba g nazywa sie fachowo genusem powierzchni Pg.

(Wiecej na temat dwuwymiarowych powierzchni

mozna przeczytac np. w Delcie 6/1995.) Gdyby model

powierzchni Pg zrobic z kartonu, klejac odpowiedni

wieloscian (dla g = 1 moze to byc np. wydrazony

szescian z rys. 3), to okazaloby sie, ze liczba f{

krawedzi tego wieloscianu, liczba W jego wierzcholków

i liczba S jego scian spelniaja zawsze zaleznosc

Rys. 3. Wydrazony szescian; W = S = 16, J( = 32.

Problem czterech barw stal sie na dobre slawny - jak

sie okazalo, na przeciag z grubsza stu lat - w czerwcu

1878 roku, kiedy to Arthur Cayley opowiedzial

o nim na posiedzeniu Londynskiego Towarzystwa

Matematycznego (stwierdzajac, ze sam nie zna

rozwiazania). Niedlugo potem "dowody" twierdzenia

o czterech barwach opublikowali Arthur Bray Kempe,

adwokat z zawodu (1879) oraz Peter Guthrie Tait

(1880). Obie prace powitano przychylnie i z zywym

zainteresowaniem (Kempe zostal nawet w dowód

uznania czlonkiem Royal Society).

W Anglii lat osiemdziesiatych XIX wieku panowala

powszechna wiara, ze problem czterech barw zostal

rozwiazany i mozna co najwyzej uproscic dowód.
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(1) W - J{ + S = E = 2 - 2g .



Liczba E = 2 - 2g to tzw. charakterystyka

Eulera-Poincarego powierzchni Pg. Jak sie okazuje,

zachodzi nastepujace

Twierdzenie (Heawood, 1890). Dla g :::: l dowolna

mape polozona na powierzchni Pg mozna pomalowac

uzywajac co najwyzej h(g) barw, gdzie

h(g) = [7+v'~+489] = [7+v'4~-24E]

W dowodzie wykorzystamy prosty

Lemat. Jesli g :::: l, a liczba pa1istw na mapie M

polozonej na Pg jest wieksza od liczby h(g), to istnieje

wsród nich pa1istwo graniczace z co najwyzej h(g) - l
znnymz.

Dowód Lematu. Uznajmy, ze mapa M polozona na

powierzchni Pg to zdeformowany wieloscienny model

powierzchni Pg. Zatem licz ba pallstw S, licz ba K

granic miedzy sasiadami i liczba W "wierzcholków"

(czyli punktów, gdzie zbiega sie kilka róznych granic)

spelniaj a wzór Eulera (l).

Poniewaz (tak samo, jak dla kazdego

wieloscianu!) mamy 3W ::::2K, wiec z (l) wynika,

ze 2K ::::6(S - E). Niech cx oznacza srednia liczbe

sasiadów pallstwa na mapie M; wtedy cxS = 2K

(bowiem mnozac liczbe pallstw przez srednia liczbe

sasiadów liczymy dwukrotnie kazda granice miedzy

dwoma pal1stwami). Wynika stad, ze cxS :::: 6(S - E),

czyli

(2) cx :::: 6 (l - ~) .
Rozwazmy trójmian kwadratowy cj;(x) = X2 - 7x + 6E.

Poniewaz E = 2 - 2g :::: O, wiec ma on dwa rzeczywiste

pierwiastki Xl, X2, przy czym Xl > O. Poslugujac

sie szkolnym wzorem na pierwiastki trójmianu

sprawdzamy, ze czesc calkowita Xl to wlasnie dziwna

liczba h(g) pojawiajaca sie w twierdzeniu Heawooda.

Warunek <t>(xr) = O zapiszmy w postaci

(3) Xl - l = 6 (l - ~) .
Z zalozenia S > h(g) = [xd, zatem S > Xl

(S jest liczba naturalna!), a poniewaz E:::: O, wiec

mamy -E/S:::: -E/Xl' Z warunków (2) i (3)

otrzymujemy teraz nierównosc Xl - l ::::cx, a stad

[Xl] - l = h(g) - l ::::[cx]. Jednakze na mapie M

istnieje, oczywiscie, pallstwo majace co najwyzej [cx]

sasiadów - to spostrzezenie konczy dowód lematu. _

Dowód twierdzenia prowadzimy przez indukcje

wzgledem liczby panstw S. Teza jest oczywista

dla S :::: h(g) - mozna po prostu kazde panstwo

pomalowac innym kolorem. Zalózmy wiec,

ze twierdzenie zachodzi dla pewnego S :::: h(g)

i rozpatrzmy mape M, na której jest S + l panstw.

Z Lematu wynika, ze istnieje wsród nich panstwo Mo,

które ma najwyzej h(g) - l sasiadów (rys. 4).
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Rys, 4. Fragment mapy M; k :S h(g) - 1.

Polaczmy na chwilke Mo z jednym z jego sasiadów,

np. Ml, tzn. zapomnijmy o istnieniu jednej granicy

(zaznaczonej kolorem na rys. 4) na wyjsciowej

mapie M. Nowa mape, zlozona z S panstw,

dzieki zalozeniu indukcyjnemu mozna pomalowac

co najwyzej h(g) barwami. Jednak do kolorowania

sasiadów panstwa Mo uzylismy w najgorszym razie

h(g) - l barw - mozemy teraz przypomniec sobie

o granicy miedzy panstwami Mo i Ml i pokolorowac

Mo ta sposród h(g) barw, która nie zostala uzyta do

kolorowania zadnego panstwa sasiedniego. _

Co ciekawe, okazuje sie, ze oszacowania Heawooda nie

da sie juz poprawic: dla kazdego g :::: 'l mozna wskazac

taka mape na powierzchni Pg, do której pomalowania

nie wystarczy h(g) - l barw. Np. dla torusa mamy

g = l, h(l) = 7, a na rysunku 5 pokazana jest mapa

na torusie z siedmioma panstwami - jak widac, kazde

dwa sa sasiednie, wiec do pomalowania trzeba istotnie

uzyc siedmiu barw.

r

Rys. 5. Mapa na torusie z siedmioma parami sasiadujacymi

pa1\stwami (widok na pasku papieru, z którego sklejamy

torus zgodnie z narysowanymi strzalkami), Realistyczny

(w trójwymiarowej przestrzeni) rysunek pomalowanego siedmioma
barwami torusa jest na okladce.

Powyzszy przyklad pochodzi od Heawooda, który

stwierdzil nonszalancko, ze podobne mozna znalezc

dla wszystkich genusów g. Zaopatrzenie akurat tego

twierdzenia w dowód okazalo sie nieporównanie

trudniejsze: o tym, ze Heawood istotnie mial racje,

wiadomo bylo dopiero w koncu lat 60. XX wieku,

dzieki zbiorowym dlugoletnim wysilkom wielu



matematyków (w tym amatorów: w lutym 1968 roku

Jean Mayer, profesor literatury francuskiej

na Uniwersytecie w Montpellier, udowodnil,

ze oszacowania Heawooda nie da sie poprawic dla

genusu g = 59 i tak sie sklada, ze byl to ostatni

przypadek brakujacy do kompletu).

Kazdy niewatpliwie zauwazyl, ze dowód Lematu

zalamuje sie w przypadku sfery (wtedy g = O,

E = 2). Niemniej jednak h(O) = 4, wiec wzór

Heawooda podaje odpowiednia liczbe barw takze

w przypadku sfery I Mozna tak mówic bez obawy,

bowiem twierdzenie o czterech barwach udowodnili

ostatecznie w 1976 roku (po szescioletniej wspólpracy)

Kenneth Appel i Wolfgang Haken. Ich dowodu

nie moze w rozsadnym czasie sprawdzic "recznie"

zaden smiertelnik: nie dosc, ze jego ostateczna

wersja zajmuje ponad sto stron tekstu i czterysta

mikrofilmów z rysunkami, to do sprawdzenia kilku

tysiecy róznych przypadków Haken i Appel uzyli

programu komputerowego, który na duzej

maszynie dzialal kilkaset godzin. A swoja droga,

to zadziwiajace, ze twierdzeni!' o kolorowaniu map jest

tak proste w dowodzie dla torusa i tak zawile dla sfery.

Milosnicy wzoru Eulera moga spróbowac samodzielnie wymyslic

(niedlugi i prosty') dowód faktu, ze kazda mape na plaszczyznie

lub sferze mozna pomalowac co najwyzej szescioma barwami.

Na poczatek nalezy zauwazyc, ze bez zmniejszenia ogólnosci mozna

przyjac, iz w jednym punkcie mapy zawsze zbiegaja sie najwyzej

trzy rózne granice.

Znaczenie wyniku Appela i Hakena jest dwojakie.

Po pierwsze, rozwiazali oni slawny problem, który

przez ponad sto lat byl otwarty. Po drugie, ich praca

zmusza matematyków do ponownego rozwazenia

pytan Co to jest dowód? i Czy kazdy dowód mozna

zrozumiec i sprawdzic? A kartografowie najwyrazniej

i tak sie twierdzeniem o czterech barwach nie

przejmuja: w nowej szesciotomowej encyklopedii

PWN województwa na mapach Polski z róznych

lat kolorowane sa zawsze przynajmniej piecioma
barwami ...

__ Zadania

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 807. Czy dwa równoleglosciany (niekoniecznie przystajace) moga miec te wlasnosc,

ze kazda sciana jednego z nich ma z kazda sciana drugiego pewien punkt wspólny (nie

lezacy na zadnej z krawedzi obu równolegloscianów)?

Rozwiazanie na str. 9

M 808. Niech

. 7r . 27r . 37r . (2n-1)7r
a = SIn - SIn - SIn - ... SIn

n 2n 2n 2n 2n

Udowodnic, ze granica lim (an)2-n istnieje i obliczyc jej wartosc.n-co
Rozwiazanie na str. 9

M 809. Czy kazdej dodatniej liczbie rzeczywistej Cl' mozna przyporzadkowac

nieskOllczony podzbiór AG zbioru liczb naturalnych w taki sposób, by dla dowolnych

Cl' =I=- (3 zbiór AG n At3 byl skonczony?

Rozwiazanie na str. 11

Redaguje Piotr ZALEWSKI

F 451. Harcerz rzuca z calej sily szyszkami do otwartego, okraglego okienka

namiotu-hangaru z odleglosci kilku metrów. Srednio co druga szyszka wpada do

srodka. Co która szyszka (srednio) omijalaby cel, gdyby chlopiec podszedl dwa razy

blizej, jezeli przyjac, ze harcerz celuje w srodek okienka, zamierzony kierunek rzutu jest

prostopadly do plaszczyzny okienka, a rozrzut katowy wokól tego kierunku w dowolnej

plaszczyznie go zawierajacej podlega rozkladowi normalnemu.

Rozwiazanie na str. 12

F 452. Jednorodny sztywny pret o masie m jest podparty na dwóch koncach. Obliczyc

sile reakcji podpory w momencie usuniecia drugiego punktu podparcia. Tarcie

i grubosc preta zaniedbac.

Rozwiazanie na str. 8
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