
Izomet,-za: przeksztalcenie nie

zmieniajace odleglosci.

Rys. 1. Szescian, w którym jedna

sciana zastapiona zostala piramidka na

zewnatrz, i drugi, gdzie piramidka jest do

wewnatrz.

Wielosciany sztywne, ruchome i te trzecie

N a poczatek spójrzmy nieco inaczej na pierwsza ceche przystawania trójkatów.
Zdanie

jesli AB == AIBI,BC == BICI iCA == CIAI, to LAB C == LAIBle

wyraza nastepujacy fakt

jesli istnieje izornetria <Pl nakladajaca AB na Al BI, izornetria <P2nakladajaca

BC na BI CI i izornetria <P3nakladajaca C A na CI Al, to istnieje jedna

izornetria <Pnakladajaca równoczesnie wszystkie te odcinki.

Wielokat (n-kat) nazywamy sztywnym, gdy spelnia warunek

jesli istniejq izornetrie <Pl, ... , <Pn nakladajace odpowiednio poszczególne boki

danego wielokata na boki jakiegos innego wielokata, to istnieje jedna izornetria <P,

która naklada je jednoczesnie.

Z latwoscia stwierdzamy, ze sposród wielokatów sztywne sa jedynie trójkaty.

Sztywnosc wieloscianów definiujemy w analogiczny sposób, jako mozliwosc

zastapienia izometrii nakladajacych poszczególne sciany przez jedna izometrie.

Rysunek 1 pokazuje przyklad wieloscianu, który nie jest sztywny. Bez wiekszych

klopotów stwierdzamy, ze czworoscian foremny jest sztywny, podobnie szescian

czy osmioscian foremny, ale dwudziestoscian foremny juz nie.

Wsród wielokatów czy wieloscianów niesztywnych wyróznic mozna wielokaty

(wielosciany) ruchome. Oznacza to, ze nie tylko istnieja nie przystajace

wielokaty (wielosciany) o przystajacych bokach (scianach), lecz istnieje takze

ciagle przejscie pomiedzy nimi, które na kazdym etapie zachowuje przystawanie

scian. Z latwoscia stwierdzamy, ze kazdy niesztywny wielokat jest ruchomy.

Z pewnoscia tez mozemy stwierdzic, iz istnieja wielosciany niesztywne, które nie

sa ruchome - taki jest np. wieloscian z rysunku 1.

A oto jak wyglada problem sztywnosci i ruchomosci wieloscianów:

- wielosciany wYP1tkle sa sztywne (August in Louis Cauchy, 1813);

- istnieja wielosciany ruchorne (Robert Connelly, 1977).

Precyzujac wynik Cauchy'ego: wypukly ma byc zarówno wieloscian, jak i jego

obraz (por. rys. 1).

W tym tekscie przedstawie szkic dowodu twierdzenia Cauchy'ego i przypomne

(publikowane juz w Delcie: 7 i 8/1987) przyklady ruchomych wieloscianów.

Twierdzenie Cauchy'ego

Krok pierwszy dowodu polega na tym, aby stwierdzic, ze wielosciany

wypukle, majace odpowiednio przystajace sciany i odpowiednio przystajace

katy dwuscienne, sa przystajace. Nie jest to trudne do uzasadnienia, wiec

szczególy pozostawie Czytelnikom; polega to uzasadnienie na wybraniu pewnej

sciany i doklejaniu kolejno scian nastepnych - wypuklosc i znajomosc katów

dwusciennych powoduja, ze jest to jednoznaczne. Dla zakonczenia dowodu

nalezy zatem wykazac, ze te katy dwuscienne musza byc równe.

20 Gdy chociaz w jednym przypadku mamy równosc

katów, to odcinamy od obu wielokatów równy

róg (rys. 2), co konczy krok indukcyjny.

Zajmiemy sie w tym celu wielokatami sferycznymi: leza one na sferze, ich boki

to luki okregów wielkich, czyli lezacych w plaszczyznach przechodzacych przez

srodek sfery, ich katy to katy dwuscienne miedzy tymi plaszczyznami. Potrzebne

nam beda dwa spostrzezenia o tych wielokatach.

Przyjmijmy oznaczenia: w n-kacie bok XiXi+1 Dowodzi sie tego indukcyjnie.

ma dlugosc ai (dla i = 1, ... , (n - 1); bok XnXI 10 Dla n = 3 dowód jest taki sam, jak dla plaskiego

ma dlugosc an), kat przy i-tym wierzcholku ma trójkata (a jaki jest ten dowód, Czytelniku?).

rozwartosc ai. ~

Spostrzezenie 1

J,,/i dwa wypukle n-katy 'Jm/'W' ,'pdninja warunki ~.; "

ai = ai dla i = 1, ... , (n - 1) i ai ::; ai Rys 2 o.i+1

dla i = 2, ... , (n - 1), to an ::; an, przy czyrn gdy

chociaz jedna z nierównosci rniedzy katarni jest ostra,

ostra jest tez nierównosc rniedzy bokami.
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3° W pozostalym przypadku bedziemy powiekszali kat

przy wierzcholku Xn -l do rozwartosci O;n-l·
3.1. Gdy powiekszenie nie zepsuje wypuklosci

wielokata (rys. 3), to krok indukcyjny polega na

zastosowaniu 1° i 2° (prosze to p:zecwiczyc).
Xn

Rys. 3. Z lewej sytuacja korzystna, z prawej niekorzystna.

3.2. Gdyby otrzymany wielokat mial byc

niewypukly, postepujemy inaczej - obracamy

bok Xn-1Xn wokól Xn-l dopóty, dopóki

wielokat jest wypukly (rys. 4). Na mocy zalozenia

indukcyjnego dla (n - 1)-katów X2, ... , Xn-l' X~

i X2, ... , Xn-l' X;, mamy X2X~ ::; X2Xn.

Rys. 4. Sytuacja, gdy LXn_2Xn_1X~ < an,

a punkty X 2 l X l, X~ leza na jednym luku.

Podobnie, dla trójkatów Xl, Xn-l' Xn

i Xl, Xn-l, X~ mamy X1Xn ::; X1X~, Lacznie daje
to

an = X1Xn ::; X1X~ = X2X~ - X1X2 ::;- - - - --
::; X2Xn - X1X2 ::; X1Xn = an,

co konczy dowód spostrzezenia l.

N astepne spostrzezenie tez poprzedzimy okresleniem:

dla dwóch n-katów sferycznych 8 i S funkcja A

przyporzadkowuje i liczbe +1, gdy (Xi < O;i, liczbe O,

gdy (Xi = O;i i liczbe -1, gdy (Xi > O;i. Zmiana znaku

nazywamy sytuacje, gdy A(i) . A(i + 1) = -1 (takze

gdy A(n) . A(l) = -l).

Spostrzezenie 2 (lemat Cauchy'ego)

Dla dowolnych 8 i S, takich, ze ai = ai, dla

i = 1, ... , n, albo nie ma zmian znaku, albo sa

przynajmniej 4.

Poniewaz liczba zmian znaku jest parzysta, wiec

nalezy wyeliminowac 2. Przypuscmy wiec, ze dla 8 i S

liczba zmian znaku jest wlasnie dwa. Niech wierzcholki

Xi i Xj oddzielaja te czesc wielokata, gdzie A(k) ::; O,

od czesci, gdzie A( k) 2': O. Oznaczmy te czesci

odpowiednio przez Pl i P2. Stosujac spostrzezenie l

do Pl i Pl otrzymujemy XiXj < XiXj, stosujac zas

do P2 i P2 otrzymujemy XiXj > XiXj - sprzecznosc.

Wezmy pod uwage mala sfere o srodku w pewnym wierzcholku wieloscianu

(mala = otaczajaca tylko jeden wierzcholek). Przeciecie wieloscianu z ta sfera

to wypukly wielokat sferyczny. Tak robimy w kazdym wierzcholku. Mamy wiec

(dzieki funkcji 'ljJ) w odpowiednich wierzcholkach wieloscianów V i ,\1 wypukle

wielokaty sferyczne o odpowiednio równych bokach. Pozwala to przeniesc na

wielosciany oba poczynione spostrzezenia.

Poniewaz katy otrzymanego na danej sferze wielokata sferycznego to katy

dwuscienne wieloscianu, wiec mozemy przeniesc funkcje A na krawedzie

wieloscianu V definiujac (ciagle na ustalonej sferze) dla krawedzi k funkcje

f1(k) = E, gdy w odpowiada.jacymjej wierzcholku Xi odpowiedniego wielokata

sferycznego mamy A(i) = E (gdzie E = -l, O, +1). Nastepnie dwie krawedzie

nazywamy sasiednimi, gdy naleza do jednej sciany i maja wspólny koniec.

Dla krawedzi sasiednich k i l okreslamy funkcje v(k, l) := f1(k) . f1(I). W tej

terminologii mamy wykazac, ze 1/ ma byc tozsamosciowo równa O.

Powracamy do dowodu twierdzenia Cauchy'ego. Rozpatrzymy funkcje 'ljJ

przeprowadzajaca wieloscian V na wieloscian V w ten sposób, ze kazda

sciana przechodzi na sciane przystajaca. Mamy wykazac, ze 'ljJ zachowuje katy
dwuscienne.

ogólnie 2E (~ ).

6 dla i=6

6 dla i=7

4 dla i=5

dla i-kata liczba zmian znaku

nie przekracza

2 dla i=3

4 dla i=4

Rozpatrze tu przypadek, gdy zadna z wartosci funkcji f1 nie jest równa zeru

(zostawiajac Czytelnikom problem, jak pozbyc sie - cos dorysowac, cos

zaniedbac - niepotrzebnych krawedzi: tych, dla których f1 jest równe O).

Z lematu Cauchy'ego wiemy, ze liczba zmian znaku w kazdym wielokacie

sferycznym jest co najmniej 4 - w calym wieloscianie ich liczba N jest

co najmniej równa 4W (gdzie W to liczba wierzcholków wieloscianu). Z drugiej

strony, gdy oznaczymy przez .'li liczbe i-katnych scian wieloscianu, mamy

N ::; 283 + 484 + 485 + 686 + 687 + ... (patrz schematy na marginesie) .

.J esli wziac pod uwage, ze 2J{ = = i8i, gdzie J{ to liczba krawedzi wieloscianu, mamy lacznie

4J{ - 48 = 683 + 884 + 1085 + 1286 + 1487 + - (483 + 484 + 485 + 486 + 487 + ... ) =

= 283 + 484 + 685 + 886 + 1087 + 2': N 2': 4W.

Ale to oznacza, iz 8 - J{ + W ::; O, co jest SPRZECZNE ZE WZOREM EULERA. Koniec.
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Przyklady COllnclly'ego i Steffena

Robert Connelly szukal odpowiedzi na pytanie, czy

zalozenie wypuklosci jest konieczne, by nie istnialy

ruchome wielosciany. Bowiem przez 150 lat nikt

odpowiedzi na to pytanie dac nie umial, co wiecej,

intuicje róznych matematyków dawaly kazdej

z mozliwosci szanse bliskie 50% (matematycy sa

ambitni i rzadko wstrzymuja sie od wypowiedzi na

pytanie jak ci sie zdaje ... ).
D

B

A

L

Gdy jednak wskazal ruchomy wieloscian - ang. flexor

((W, K, S) = (18, 27, 11) - a wiec homeomorficzny

ze sfera), okazalo sie, ze na nastepny nie trzeba bylo

juz dlugo czekac. Klaus Steffen w tym samym jeszcze

roku wyprodukowal flexor mniej zlozony - (14, 21, 9)

- majacy na dodatek symetryczna siatke, co widac

lllzeJ.

x

x

Q

Schematy do zbudowania modeli ruchomych wieloscianów. Po empirycznym stwierdzeniu, ze wieloscian sie rusza; nalezy, rzecz jasna,

wykazac, ze nie wynika to jedynie z niedoskonalosci wykonania (dla modelu Connelly'ego mozna to znalezc np. w Delcie 8/1987).

Z lewej model Connelly'ego, z prawej Steffena, Nie nalezy rysunków traktowac jak siatki, lecz jak instrukcje. Krawedzie przekreslone

odpowiadaja wypuklym katom dwusciennym (ostrzem na zewnatrz), pozostale - wkleslym.

A oto wymiary w dowolnych jednostkach:

Connelly: AB = AC = BC = DE = DF = EF = 9, AD = BE = CE = HlVI = 12, AK = AL = FK = FL = HK = HL = KlVI =
= LM = 15, AM = FH = 4, BD = CF = CK = DL = 16, CG = 11, EG = 5, FG = 7:

Steffen:PQ=17, PR=QR=PS=QS=TX=UX=VX=WX=12, RT=SU=RW=SV=5, PT=QU=PV=QW=

= RX = SX = 10, TV = UW = 11.
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