
Wzór Eulera jako równanie
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W'LSi =S,
i=l li

n

W· LSi = 2K oraz
i=l

co po wyeliminowaniu K i S daje

n 2

(2 - L Si . (l - T)) . W = 4 .
i=l '

Z pelna lekkomyslnoscia zajmujemy sie tylko tym, by znaki sie zgadzaly,

co prowadzi do wymagania, by dodatnia byla zawartosc nawiasu, czyli

n 2

L Si . (l - ~) < 2 .
i=l l,

Bez wiekszego trudu stwierdzamy, ze musi byc 11 < 4 i w efekcie rozwiazujemy

dwie nierównosci diofantyczne:

(Sl S2). (Sl S2 S3)Sl + S2 - 2 Z; + l2 < 2 1 Sl + S2 + S3 - 2 Z; + l2 + T; < 2 .

Z geometrii wiemy, ze w kazdym z przypadków suma Si jest równa 3, 4

lub 5. Mamy wiec do rozwiazania 6 nierównosci. Aby i tym razem kazdemu

rozwiazaniu odpowiadal wieloscian, nalezy tylko pamietac, ze

gdy h jest liczba nieparzysta, to albo Sl > 2, albo S2 > l, albo S3 > l,

co pozostawiamy do uzasadnienia Czytelnikowi. Rozwiazan nierównosci jest 13

plus dwie niesk011czone serie. I istnieje trzynascie wieloscianówarchimedesowych

(jeden nawet w dwóch postaciach) oraz archimedesowe graniastoslupy (dwa

11-katy foremne polaczone paskiem kwadratów) i antygraniastoslupy (dwa 11-katy

foremne polaczone paskiem trójkatów równobocznych).

Jest jednak sytuacja, gdzie takie postepowanie staje sie nieslychanie

nieefektywne. Mianowicie, gdy poszukujemy wieloscianów wypuklych o scianach

bedacych trójkatami równobocznymi.

Oznaczajac przez Wi liczbe wierzcholków, w których zbiega sie i scian, mamy

3W3 + 4W4 + 5W5 = 2K = 3S oraz W = W3 + W4 + W5,

co, po wyeliminowaniu ze wzoru Eulera W, K i S, daje

3W3 + 2W4 + W5 = 12.

Równanie to ma jednak 19 rozwiazan, choc odpowiednich wieloscianów istnieje

tylko 8. W cale nie jest latwo wykazac, ze akurat tak jest: fakt ten nazywa sie
twierdzeniem Freudenthala-van der Waerdena.

'Wzór W - K + S = 2 mozna potraktowac jako równanie diofantyczne

rozwiazywane dla W 2:: 4, S 2:: 4, Nie kazdemu rozwiazaniu (czyli trójce

(W, K, S)) odpowiada jakis wieloscian wypukly majacy akurat tyle

wierzcholków, krawedzi i scian - np. trójce (4,7,5) nie odpowiada zaden

wieloscian - choc sa rozwiazania dla dowolnego ustalonego W czy S, a takze dla

K = 6 i K 2:: 8. Nie podamy tu ogólnie, po czym poznac, którym rozwiazaniom

odpowiadaja wielosciany, a którym nie. Podamy tylko pewne wyniki dotyczace

bardziej regularnych wieloscianów.

Aby uzyskac wieloscian plat011ski - w kazdym wierzcholku zbiega sie tyle

samo (powiedzmy p) jednakowych (powiedzmy q-katnych), foremnych

scian - wystarczy zauwazyc, ze pW = 2K = qS oraz zarówno p, jak i q nie

przekraczaja 5. Po wyeliminowaniu ze wzoru Eulera W i S otrzymujemy
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które to równanie ma piec rozwiazan i kazdemu odpowiada zadany wieloscian.

Aby uzyskac wieloscian archimedesowy - kazdy wierzcholek jest takim samym

cyklem foremnych scian - trzeba sie pomeczyc nieco dluzej, ale w istocie

postepuje sie nawet jeszcze prosciej. Jesli w wierzcholku spotyka sie Si scian

li-katnych (i = 1, ... ,11) - uwaga! lekcewazymy sobie ich porzadek cykliczny

- mamy
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'TU (i dalej) byloby przemilo ze

strony Czytelnika, gdyby zechcial

sprawdzic nasze goloslowne deklaracje.

Gotowych rozwiazaJ1 JTIoznaszukac

np. w De/cie 4/1984 lub w czasopismie

M atematyka- Spo leczenstwo-N auczanie
nr 7.

Równanie dzofantyczne to równanie

algebraiczne rozwiazywane wsród liczb

calkowitych, wzglednie w jakims ich

ustalonym podzbiorze; nazwa pochodzi od

illlienia Diofantosa, greckiego matematyka
z III wieku.

A oto rozwiazania (W31 W.l, W5)

odpowiedniego równania: (4, O, O)

(3, 1, 1) (3, O, 3) (2, 3, O) (2, 2, 2)

(2,1,4) (2, 0,6) (1, 4,1) (1,3,3)

(1,2,5) (1, 1, 7) (1, O, 9) (O, 6, O)

(O, 5, 2) (O, 4, 4) (O, 3, 6) (O, 2, 8)

(O, 1, 10) (O, O, 12).

Oto rysunki wszystkich wieloscianów

wypuklych majacych sciany bedace

trójkatan1i równobocznyn1i; maja one

kolejno cztery, szesc, osiem, dziesiec,

dwanascie, czternascie, szesnascie
i dwadziescia scian.
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