
k = 2, ... ,n.

Kacik olimpijski (21)

Rozwiazanie zadania F 453. Z zasady

zachowania energii predkosc kulek przed

zderzeniem wynosi v = ~. Zmiana

pedu jest zwiazana ze srednia sila F
wzorem D.p = F· D.t. Stad

F = m ~ = ~7rr3p ~
D.t 3 D.t'

co po podstawieniu wartosci daje 3,4 kN

(350 kG).

Rozwiazanie zadania F 454. Niestety,

zmniejszenie nacisku na podloze poprzez

równomierne (bez zmiany tempa)

zonglowanie nie jest mozliwe. W takim

przypadku rzut srodka ciezkosci ukladu

n pocisków o masie 1n kazdy na kierunek

pionowy oscyluje wokól stalej sredniej

wysokosci. Zmiana skladowej pionowej

pedu tego ukladu w calym cyklu jest wiec
równa zeru

D.P=J (F(t)-n m·g)dt=O,cykl

gdzie F(t) jest zalezna od czasu sila,

z jaka kanonier dziala na pociski. Widac

stad, ze srednia sila

(F) = n m· g

jest równa co do wartosci ciezarowi

ukladu pocisków. Tak wiec sredni

dodatkowy nacisk zwiazany z pociskami

jest równy ich ciezarowi. Minimalna

wartosc lnaksymalna tego nacisku

otrzymamy w przypadku dzialania

stala sila F(t) = n . m . g. (Ciekawym

cwiczeniem moze byc przekonanie sie,

ze wtedy amplituda oscylacji wokól stalej

wysokosci jest zerowa.)

Ale moze zmiana tempa moze pomóc?

Tak, moze, o ile bedzie to powodowac

przyspieszone opadanie srodka ciezkosci.

Jest to jednak metoda co najwyzej

tak skuteczna jak kucanie, tylko

troche bardziej ambitna, czyli wojsko

- wojskiem, a grawitacja - grawitacja.

Rozwiazanie zadania M 811. Na mocy

poprzedniego zadania

P(Xn :::: 1) :S EXn = (2p)n ~ O.

Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia

polegajacego na tym, ze dla kazdego

n E N bedzie X n :::: 1, nie przekracza

- dla dowolnej liczby naturalnej k

- wartosci (2p)k Jest to wiec

prawdopodobienstwo zerowe, co oznacza,

ze bakterie z prawdopodobienstwem

1 wygina po uplywie pewnego czasu.

Gdy pochodna funkcji maleje ...

Niech f: X ~ R, gdzie X = (O, a) lub X = (0,+00), bedzie funkcja

rózniczkowalna w przedziale X. Prawdziwe jest wówczas nastepujace

Twierdzenie. Jezeli funkcja f ma w przedziale (O, a) pochodna malejaca, to 'dla

kazdej trójki takich liczb CY, Xl, X2, ze CY > O i O < Xl < X2 < a - CY, zachodzi

nierównosc

Dowód. Poniewaz f' maleje, wiec pochodna funkcji F okreslonej wzorem

F(x) = f(CY + x) - f(x) przyjmuje w przedziale (O, a - CY) wartosci ujemne.

Zatem F maleje w przedziale (O, a - CY), a stad wynika nierównosc z tezy
twierdzenia. _

Wniosek 1. Jesli pochodna funkcji f maleje w przedziale X oraz f(O) 2: O,

to dla kazdych Xl, X2, takich, ze Xl + X2 E X, spelniona jest nierównosc

f(Xl + X2) :::; f(xr) + I(X2)'

Dowód. Poniewaz f' maleje w przedziale X, wiec 1jest wklesla w tym

przedziale. Stad, wobec tego, ze 1(0) 2: O, otrzymujemy

f(~) =/(X;O) 2: f(x);/(O) 2: f~x).

Dla Xl = X2 jest to nierównosc z tezy wniosku. Jesli zas np. Xl < X2, to stosujac

twierdzenie dla CY = Xl dostajemy

f(Xl + X2) - I(X2) :::; f(Xl + xr) - f(xr) :::; 2f(xr) - f(xr) = I(Xl)'

Stad, oczywiscie, f(Xl + X2) :::; I(xr) + f(X2)' -

Wniosek 2. Jesli pochodna funkcji f maleje w przedziale X oraz f(O) 2: O, to dla

kazdego ukladu liczb ai, bi E X (i = 1,2, ... , n) spelniajacych dla dowolnego i

nierównosci ai < bi :::; ai+l, zachodzi nierównosc

Dowód. Z poprzedniego wniosku wynika, ze I(br) - f(ar) :::; f(bl - al),

natomiast bezposrednio z twierdzenia mamy

( k-l ) (k-l )f(bk) - I(ak) :::;1 (bk - ak) + t;(bi - ai) - f t;(bi - ai) ,

Wystarczy teraz dodac wszystkie te nierównosci stronami. _

Ostatni wniosek pozwala udowodnic szereg ciekawych nierównosci. Ponizej

proponujemy kilka przykladów do samodzielnego rozpatrzenia (prosze sprawdzic,

czy spelnione sa wszystkie zalozenia).

- Dla O :::; al < br :::; a2 < b2 :::; ... :::; an < bn :::; ~ zachodzi nierównosc

t(Sin bi - sin ai) :::; sin (t(bi - ad)

- Dla dodatnich ai < bi :::; aiH mamy

n 1+ b. nII--' :::;1+ "(bi - ai).l+a. L.Ji=l ' i=l

(Wskazówka: wziac f(x) = ln(l + x) dla X 2: O.)

Inne przyklady dostaniemy biorac funkcje arctgx, yIX czy xj(l + x).
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