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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 327 (WT=1,94), 328 (WT=3,23),

z numeru 10/1996

Krzysztof Zapisek - Wa.rszawa. 40,70
Piotr Zmijewski - Lódz 39,15

Bartlomiej Dyda - Wroclaw 36,33
Jaroslaw Lazuka - Warsza.wa 33,94

Zadania z matematyki nr 343, 344 Redaguje Marcin E. KUCZMA

343. Niech (g( n) : n = 1,2,3, ... ) bedzie rosnacym ciagiem wszystkich dodatnich

liczb calkowitych, które nie sa kwadratami liczb calkowitych (np. g(l) = 2, g(4) = 6,

g(13) = 17, itd.). Dla liczby rzeczywistej x oznaczmy przez r(x) jedyna liczbe calkowita

lezaca w przedziale (x - l; x + l). Dowiesc, ze g(n) = n + r( vn) dla n = 1,2,3, ....

344. Obliczyc kres dolny zbioru liczb bedacych sumami szeregów postaci

00 2

L~, gdzie ao = 1, an-l 2: an > O dla n = 1,2,3, ...
an+l

n=O

Zadanie 344 zaproponowal pan Marcin Kasperski z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 2/1997
Przypominamy tresc zadan:

335. Prosta K L przecina dwusieczna kata A w punkcie P dzielacym odcinek [{L w stosunku

k : l, czyli bedacym srodkiem ciezkosci ukladu dwóch mas punktowych: masy l umieszczonej
w punkcie K i masy k umieszczonej w punkcie L. Wobec tego

-;-;l; l ---l- k --:-7At' = -- .AK + -- .AL., .
k+ l k+ l

Przy zwyklych oznaczeniach a = IBC\, b = ICAI, e = IABI dostajemy stad równosc

-;-;l; l k -;-;l; k l --;-;t ki ( l -;-;l; l --;-;t )
(l) At' = --. -. Ali + -. -. Al.; = -- -. Ali + - .Al.; .

k+l e k+l b k+1 e b

W szczególnym przypadku, gdy k = be/(a + b), l = b, mamy sytuacje nastepujaca: punkt L

pokrywa sie z C, a punkt P pokrywa sie ze srodkiem I okregu wpisanego w trójkat ABC,

i zgodnie ze wzorem (l):

M = (~. b) (~+ b) -1 (~ .AR +~.AC) = be (~. AB + ~. AC)a+b a+b e b a+b+e e b

stad l l 2p
(2) - . AR + - .AC = - .M .

e b be

Wracamy do przypadku ogólnego: dla dowolnych parametrów k, l zachodzi równosc (l), która
po uwzglednieniu wzoru (2) przybiera postac

AP=~. 2p .M=~. S' .M.
k + l be k + l 3

Zatem punkt P pokrywa sie z I wtedy i tylko wtedy, gdy 2p3' = (k + 1)3.

335. Na bokach AB i AC trójkata ABC o polu S i obwodzie 2p

odlozono (odpowiednio) odcinki AK, AL o dlugosciach k, I. Pole
trójkata AK L wynosi S'. Udowodnic, ze prosta K L przechodzi
przez srodek okregu wpisanego w trójkat ABC wtedy i tylko wtedy,
gdy 2pS' = (k + I)S.

336. Ciag (an) jest okreslony wzorami: al = 3, an+l = a;t - 2
dla n ~ 1. Dowiesc, ze kazdy jego wyraz jest równy ilorazowi
pewnych dwóch wyrazów ciagu Fibonacciego (okreslonego wzorami:
Ul = U2 = l, Un+2 = Un + Un+l dla n 2: 1).

Wn =

stad

336. Przyjmijmy: Vn = U2n, Wn = Vn+l /vn. Wykazemy, ze an = Wn dla n = 1,2,3, ...

(te równosc mozna odgadnac wypisujac kilka poczatkowych wyrazów ciagu (an) i znajdujac

ich przedstawienia w postaci ilorazów mozliwie naj wczesniejszych wyrazów ciagu (un)).

Liczby Fibonacciego dane sa wzorem jawnym

an - {3n d' {3 .. ka' ". 2 ({3)
un = v's ' g Zje a, sa pJerwJast mJ troJmJanu x - x - l a > ;

zgodnie ze wzorem Viete'a, a{3 = -1. Obliczamy:

a2n+1 _ {32n+l

a2n _ {32n

W~ = a2n+1 + 2(a{3)2n + {32n+l = a2n+1 + 2 + {32n+l = Wn+l + 2;

ciag (wn) spelnia te sama rekurencje, co ciag (an). Skoro zas Wl = U4/U2 = 3 = al, zatem
równosc Wn = an zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n.

14



Tym razem wyjatkowo zamieszczamy tylko jedno zadanie.

233. Gdy w czasie wznoszenia sie ciala ponad poprzeczke nic zwiotczeje, dalszy ruch bedzie sie

odbywac wylacznie pod wplywem sily ciezkosci, tzn. po paraboli. Oznaczmy przez,,! kat, jaki

tworzy z pionem swobodna czesc nici w chwili jej zwiotczenia, a przez v - predkosc ciala w tej

chwili. Z bilansu energii otrzymujemy

Redaguje Jerzy B. BROJAN

2

v2 = - g( r cos {3- I cos O!) .3

Zadanie z fizyki nr 241

(2)

(1)

(3)

l
g( -I cOSO! + r cos{3 - (I - r) cos"!) = _v2

2

natomiast warunek zwiotczenia nici (zerowania sily napinajacej) wyni)<a z przyrównania sily

odsrodkowej do odpowiedniej skladowej sily ciezkosci

v2

-- = gcos"!.I-r
Z równan (1) i (2) mozemy wyznaczyc,,! oraz v:

2(rcos{3 -lcosO!)

cos,,! = 3(1- r)

Analizujac teraz rzut ukosny pod katem,,! do poziomu stwierdzamy, ze skladowe poziome

i pionowe przesuniecia powinny spelniac warunki

vtcos,,! = (1- r) sin,,!,

vt sin,,! - gt2 f 2 = - (I - r) cos,,! .

Z tych równan nalezy wyeliminowac czas t lotu po paraboli, a nastepnie podstawic wzory (3).
Po przeksztalceniach otrzymujemy

v'3
rcos{3 -lcosO! = -(1- r).

2

(Zadanie pochodzi z Olimpiady Fizycznej w Singapurze, 1995 r.)

234. a) Do jednego konca metalowego preta przyczepiono kuleczke wosku, a drugi koniec

umieszczono w plomieniu palnika. Kuleczka spadla po czasie t. Po jakim czasie spadlaby ta kuleczka,
gdyby pret byl dwukrotnie dluzszy?

b) i c) Kuleczke wosku przyczepiono w wierzcholku metalowego wycinka kuli (b) lub na osi wycinka

walca (c) i zewnetrzna powierzchnie bryly objeto plomieniem palnika. Po jakim czasie spadlaby ta

kuleczka, gdyby promien bryly byl dwukrotnie wiekszy?

233. Jeden koniec niewazkiej i nierozciagliwej nici o dlugosci I jest unieruchomiony, a do drugiego

przymocowano punktowe cialo, odchylono od pionu o kat ty < 900 i puszczono. W odleglosci,. oc!

punktu zawieszenia, pod katem (3 do pionu (rys. 2) znajduje sie sztywna i cienka poprzeczka, tak

ze gdy nic sie o nia oparla, cialo poruszalo sie dalej na nici skróconej. Jaki warunek musza spelniac

wymienione parametry, aby po wzniesieniu sie do góry cialo spadajac uderzylo w poprzeczke?

241. Szesc jednakowych pretów polaczono przegubowo tworzac szkielet czworosClanu,

który postawiono na gladkiej poziomej plycie. O ile przesunie sie górny wierzcholek

czworoscianu pod wplywem sily F skierowanej w dól (rys. 1), jesli stala sprezystosci

(stosunek sily do wydluzenia lub skrócenia) jest dla kazdego z pretów równa k?

Pominac sile ciezkosci i zalozyc, ze deformacja czworoscianu jest niewielka.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 2/1997
Przypominamy tresc zadan:

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 227 (WT=3,04), 228 (WT=2,56)

z numeru 11/1996

Rys. 1

Rys. 2

Przemysla.w Gworys - czestochowa 43,67
Andrzej Idzik - Bolesla.wiec 38,72

234. Skorzystamy z analizy wymiarowej. Przypomnijmy, ze wspólczynnik przewodnictwa

cieplnego A jest zdefiniowany wzorem

dQ = ASdT
dt dx'

gdzie lewa strona przedstawia ilosc ciepla przeplywajacego w jednostce czasu przez

powierzchnie S, a iloraz dT fdx jest gradientem temperatury. Zatem wymiarem A

jest W f(m·K). Szukany czas t moze zalezec jeszcze od ciepla wlasciwego c, którego wymiarem

jest Jf(kg.K), od gestosci materialu preta e (poniewaz cieplo wlasciwe definiuje sie na

jednostke masy, zamiast - jak w tym przypadku byloby naturalne - na jednostke objetosci),

od róznicy temperatur plomienia i poczatkowej ATp, od róznicy temperatur topnienia wosku

i poczatkowej ATt i od dlugosci preta (w przypadku a) lub od promienia kuli lub walca

(przypadki b i c; oznaczmy ten parametr wspólnym symbolem I). Nie odgrywa natomiast roli

pole przekroju preta, gdyz np. pret o podwojonym polu przekroju mozna przedstawic jako

dwa prety zlozone równolegle, przy czym przeplyw ciepla w jednym z nich nie wplywa na

drugi (podobnie nie odgrywa roli katowa wielkosc wycinków ani wysokosc walca). Zgodnosc
wymiarów w zaleznosci

t = j(A, c, e, ATp, ATt, I)

zapewni tylko funkcja j postaci

f = cel2 f A . fI (ATpf ATt) .

Podwojenie wartosci parametru I spowoduje zatem we wszystkich przypadkach czterokrotne

wydluzenie czasu do chwili spadku kuleczki.
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