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Twierdzenie Waringa

W latach 70. XVIII wieku Edward Waring wysunal

hipoteze, której szczególnym przypadkiem jest

twierdzenie Lagrange'a, mówiace o tym, ze kazda

liczba naturalna jest suma czterech kwadratów liczb

naturalnych. Hipoteza ta orzekala, ze

dla dowolnego naturalnego wykladnika k ~ 1 istnieje

liczba naturalna m o tej wlasnosci, ze kazda liczba

naturalna jest suma k-tych poteg m liczb calkowitych

nieujemnych.

Twierdzenie Lagrange'a orzeka zatem, ze dla k = 2

hipoteza Waringa jest prawdziwa - stosowna liczba

jest m = 4.

Od 1909 roku wiemy, ze hipoteza Waringa jest

twierdzeniem - udowodnil to David Hilbert. Nie

jestesmy jednak pewni, czy znamy wzór pozwalajacy

dla kazdego k obliczyc naj mniejsza wartosc m.

Wiadomo bowiem juz od dawna, ze

m ~ 2k + [a) k] - 2.

Latwo to uzasadnic. Wezmy pod uwage liczbe

[( ~ )k] . 2k _ 1. Jest ona mniejsza od 3k, wiec w jej

przedstawieniu jako sumy k-tych poteg wystepuja

tylko potegi dwójki i jedynki.

Poniewaz

[af] .2k - 1 = 2k . ([ a) k] - 1) + (2k - 1),

wiec do jej uzyskania jako sumy k-tych poteg potrzeba

tyle razy napisac 2k, ile wynosi pierwszy nawias,

i tyle razy 1, ile wynosi drugi, co konczy uzasadnienie

podanego oszacowania.

We wszystkich przeliczonych przypadkach mozna

w tym oszacowaniu zastapic nierównosc przez równosc.

Tak wiec liczba trzecich poteg potrzebna do uzyskania

dowolnej liczby naturalnej to 9 (to maksimum realizuje

np. 23), liczba czwartych poteg to 19 (np. 79) itd.

az do k = 471 600 000. Ale czy równosc zachodzi

dla kazdego k? W 1957 roku Kurt Mahler wykazal,

ze istnieje taka liczba J{, ze dla wszystkich k > J{

w oszacowaniu jest równosc.

Tak wiec dla Was, Czytelnicy, pozostalo jedynie

odpowiedziec na nierozstrzygniete do tej pory pytanie,

czy J{ jest mniejsze od 471 600 000 - co zamykaloby

problem - czy tez nie. Powodzenia.

Marek KORDOS

Jak to zostalo wymyslone?

Stwierdzenie, ze

jesli p i q sa sumami dwóch kwadratów [liczb

calkowitych], to p . q tez mozna przedstawic jako

sume dwóch kwadratów [liczb calkowitych] i to dwoma

sposobami,

mozna znalezc juz w pracach Diofantosa, zyjacego

w III wieku. Oczywiscie, nie jest to prawda - czasami

oba sposoby okazuja sie jednakowe.

Te dwa sposoby to

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac - bd)2 + (ad + bc)2 =

= (ac + bd)2 + (ad - bc)2.

Dzis, gdy znamy liczby zespolone, wiemy, ze jest

to prawda nie tylko dla liczb calkowitych, i wynika

z przemiennosci mnozenia liczb zespolonych. Mamy
bowiem

skad wynika

IZ1/2 ·IZ212 = IZl . z212.

Podstawiajac Zl = a + ib, Z2 = c + id otrzymujemy

pierwszy sposób, natomiast Zl = a + ib, Z2 = d + ic

daje nam drugi sposób.
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No dobrze, ale jak odkryl te prawidlowosc Diofantos?

Przeciez nie znal liczb zespolonych.

Odpowiedz, ze wystarczy rozwinac lewa i prawa strone

i okaze sie, ze jest dobrze, jest nie na temat. Do tego

bowiem, aby te strony rozwijac, trzeba je miec, czyli

jakims sposobem wpasc na pomysl takiej równosci.

Tymczasem sam Diofantos nie zostawil nam w tej

kwestii zadnych wskazówek.

Byc moze zrobil to tak:

(a2 + b2)(c2 + d2) = a2c2 + a2d2 + b2c2 + b2d2 =

= (a2c2 _ 2abcd + b2d2) + (a2d2 + 2abcd + b2c2) =

= (ac - bd)2 + (ad + bc)2 .

Diofantos jest postacia tajemnicza nie tylko dlatego, ze

nie znamy zadnych szczególów jego biografii. Sposób

pisania przez niego prac przypomina czasy Babilonu

czy Sredniego Panstwa Egipskiego, które to czasy

juz dla Diofantosa byly odlegle o 2 tysiace lat. Pisal

wprawdzie po grecku, ale to taka sama wskazówka,

jaka dzis stanowiloby stwierdzenie, ze ktos pisze swe

prace po angielsku.

Wyglada wiec na to, ze ciekawosc na temat jak on na

to wpadl mozemy zaspokajac jedynie sami zrecznie na

to wpadajac.


