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1. "Dyskretne" i "ciagle". Niniejszy (dwuczesciowy) artykul dotyczy funkcji
zeta Riemanna i zwiazanej z nia hipotezy Riemanna.

Literatura poswiecona funkcji zeta Riemanna jest olbrzymia: tysiace artykulów

i dziesiatki monografii napisanych w ciagu przeszlo dwustu lat!

Co najmniej od czasów wielkiego szwajcarskiego matematyka Leonharda Eulera

(1707-1783) profesjonalnych matematyków i amatorów fascynowal zwiazek

miedzy pojeciami ciagly i dyskretny. Okazalo sie, ze takie "dyskretne obiekty",
jak liczby naturalne czy liczby pierwsze, sa zwiazane z sumami nieskonczonymi
i calkami.

Symbol ( jest litera alfabetu greckiego;
nazywa sie ja zeta.

Elementarne dowody tego faktu mozna

znalezc w Delcie 11/1996, w artykule
T. Krasinskiego, oraz w tym numerze,

w artykule P. Rybki o mostach z klocków

i w zadaniach "z myszka" (str. 11).

os urojona

Funkcja zeta Riemanna ( = ((8) jest tego wyrazistym przykladem. Choc moze

mniej znana niz np. tradycyjne funkcje trygonometryczne lub wykladnicze, jest

jedna z najwazniejszych funkcji w calej matematyce i gra duza role nie tylko
w analizie zespolonej czy teorii liczb, ale równiez w geometrii algebraicznej czy

topologii algebraicznej. Powiazana z nia Hipoteza Riemanna (piszemy o niej
w drugiej czesci artykulu) jest chyba naj slawniejszym otwartym problemem
wspólczesnej matematyki. Niestety, w tym krótkim artykule z koniecznosci

skoncentrujemy sie tylko na niektórych wlasnosciach funkcji (. Zainteresowanych

Czytelników odsylamy do cytowanych podstawowych monografii [E], [R], [T],
oraz bardziej od strony historycznej - [W].

2. Co to jest funkcja zeta Riemanna? Na poczatek rozwazmy bardzo
, 00

naturalny szereg, mianowicie sume odwrotnosci liczb naturalnych L: ~. Jest
n==1

to tzw. szereg harmoniczny i zapewne Czytelnik wie, ze jest on rozbiezny.
00 00

Przypatrzmy sie wiec innym, podobnym szeregom postaci L: n\' L: nI" czy
n==1 n==1

00

bardziej ogólnie, L: n1x, gdzie x jest liczba rzeczywista. Okazuje sie, ze ten
n==1

ostatni szereg jest zbiezny dla x > 1 i rozbiezny dla x :S 1.

Czytelnik, który zna liczby zespolone, moze zauwazyc, ze w powyzszym szeregu

mozna wziac zamiast rzeczywistych x argumenty zespolone 8. Pomijajac na razie
pytanie, dla jakich 8 szereg jest zbiezny, zdefiniujemy

11111 001 NI

(1) (( s) = -1 + -2 + -3 + -4 + -5 + ... = '" - = lim '" - .s s s s s L..J nS N->oo L..J nS
n==1 . n==1

Funkcja ta nazywa sie funkcja zeta Riemanna. Pierwszym autorem istotnych

rezultatów o funkcji ( (szczególnie dla argumentów rzeczywistych) byl Euler,
który zyl okolo stu lat przed Riemannem (niemiecki matematyk GeOl'g Friedrich
Bernhard Riemann, 1826-1866). Jednak to wlasnie Riemann wskazal na

znaczenie tej funkcji jako funkcji zmiennej zespolonej oraz udowodnil jej

podstawowe wlasnosci. Dlatego funkcja ( nazwana zostala jego imieniem.

Ponizej podajemy krótkie wprowadzenie do liczb zespolonych, w szczególnosci

tlumaczymy, jak nalezy rozumiec potege zespolona liczby naturalnej, co bedzie

nam potrzebne do zrozumienia szeregu w (1).

Liczbe zespolona s mozna utozsamiac z para liczb rzeczywistych (a, b). Dodajemy takie

pary "po wspólrzednych". Wprowadzajac tzw. jednostke urojona i, o wlasnosci i2 = -1,

mozemy zapisac s = a + ib. Liczbe a nazywamy czescia rzeczywista s i zapisujemy a = Re s

(od lac. Realis), liczbe b zas - czescia urojona, b = Ims (skrót od lac. Imaginarius). Zapis

s = a + ib ma równiez te zalete, ze mozemy mnozyc dwie liczby zespolone tak jak wielomiany
zmiennej i, pamietajac tylko, ze i2 = -1:

(a + ib)(c + id) = ac + iad + ibe + i2bd = ae - bd + i(ad + be).

Liczbe zespolona s mozemy tez przedstawic we wspólrzednych biegunowych, piszac

s = r( cos 11 + i sin (1). Cosinus i sinus sa tutaj te same, co w szkole, r == -.; a2 + b2, a 11

jest katem skierowanym, mierzonym w radianach, miedzy osia rzeczywista a promieniem

laczacym punkt O z punktem (a, b) (patrz rys. 1). Liczbe r nazywa sie wartoscia bezwzgledna

(modulem) s i oznacza sie Is/.
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(2)

a = Res.
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Rys. 2. Liczba e jest taka, ze pole

kolorowego obszaru jest równe 1. Inne
definicje liczby e:

( 1)" ~ 1e = lim 1 + - = ~ - .n_co n L....J n!

n=O

Zbiór liczb zespolonych mozna wiec utozsamiac z plaszczyzna R2. Poniewaz mozemy równiez

mnozyc punkty tej specjalnej plaszczyzny, wiec zbiór liczb zespolonych mozemy traktowac

jako cialo; tradycyjnie oznacza sie go litera C (od "compiex" po angielsku czy "complexe" po

francusku). Dla wyjasb.ienia, co to jest zespolona potega liczby naturalnej (tylko ten przypadek

bedzie nam potrzebny), podamy wzór, który tez pochodzi od Eulera:

ei9 = cos e + i sin e .

Dla celów tego artykulu przyjmiemy ów wzór za definicje wyrazenia eie. Z definicji wartosci

X bezwzglednej otrzymamy kei = cos2 e + sin2 e = 1.

Teraz jest juz jeden krok do zrozumienia n s, gdzie n = 1,2, ... ,a s jest liczba zespolona.

Na przyklad, co to jest 2i? Poniewaz dla a > O mamy a = eln a, wiec

2i = (e'n 2f = eiln 2 = cos(ln 2) + i sin(ln 2).

Ogólniej,

nS = na+ib = nanib = na(e'nn)ib = naeiblnn = na(cos(blnn) + isin(blnn)] ,

a wartosc bezwzgledna tego wyrazenia to liczba

InSI = na~cos2(blnn) + sin2(blnn) = na, gdzie a = Res.

00

Wrócmy do funkcji (. Szereg 2:: l/InsI = 2:::=1 l/na jest zbiezny dla
n=l

a = Res > 1, co pociaga za soba zbieznosc szeregu w (1). Okazuje sie,

ze szereg (1) jest zbiezny tylko dla takich s; nie znaczy to jednak, ze funkcja (

moze byc zdefiniowana tylko w pólplaszczyznie Re s > 1.

3. Liczby pierwsze i funkcja zeta. Inna równowazna definicja funkcji ((s)

jest nastepujaca:

( 1)-1 ( 1)-1( 1)-1( 1)-1((s) = II 1- pS = 1- 2s 1- 3s "1- 5s ... ,
p

gdzie iloczyn jest po wszystkich liczbach pierwszych. Mozna udowodnic,

ze iloczyn ten tez jest zbiezny dla Re s > 1.

Zeby sprawdzic równowaznosc definicji (1) i (2), zauwazmy, ze kazdy czynnik

w iloczynie jest suma szeregu geometrycznego,

(1 - ~) -1 = _1-1 = 1+ ~ + ~2 + ....pS 1- P' pS p s

Biorac ich iloczyn po liczbach pierwszych nie przekraczajacych N, tzn. gdy

p = 2,3,5,7,11,13,17,... ,p :S N, otrzymamy

( 1)-1 ( 1 1 ) ( 1 1 )II 1-- = 1+-+-2-+", ..... 1+-+-2 + ...
pS 2S 2 s ps P s

pS-N

-1 ~ ~ _1 ~ _1__
- + 2s + 3s + 22s + 5s + 2s 3s + ... -

1 1
= 1+ - + ... + - + reszta

2s NS

gdzie "reszta" jest suma nieskonczona zawierajaca s-te potegi tylko niektórych

liczb naturalnych wiekszych od N. Tutaj wykorzystujemy fakt, ze kazda liczba

naturalna n > 1 moze byc zapisana w sposób jednoznaczny (z dokladnoscia

do porzadku mnozenia) jako iloczyn poteg liczb pierwszych. Jesli ((s) jest

zdefiniowana wzorem (1), otrzymamy

I((s) - II (1- ;s) -11 = I((S) - lIs - 2ls - ... - ~s - resztal :S
pS-N

1 1

:S (N + l)a + (N + 2)a + ... ,
Dla a > 1 ostatnia suma po prawej stronie dazy do O, przy N ~ 00.

Iloczyn w (2) jest nazywany iloczynem Eulera i to Euler pierwszy udowodnil,

ze okresla on te sama funkcje co szereg (1). Z przedstawienia funkcji ((s)

w formie (2) widac, ze funkcja ta nie zeruje sie dla Re s > 1, poniewaz wszystkie

czynniki sa niezerowe, a iloczyn jest zbiezny.
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(f(n) jest n-ta pochodna f) .f(z) = L an(z - zat,
n=a

Powyzszy szereg potegowy jest zbiezny w kole otwartym o srodku w za

i promieniu 1'0, tzn. w K(zo, 1'0) = {z E C : Iz - za I < 1'o} i rozbiezny dla

{z E C : Iz - zol> 1'o} dla pewnego 0< ro :::; 00. Na brzegu tego kola moze byc

róznie ze zbieznoscia.

4. Funkcja zeta jako funkcja analityczna. Funkcja ((s) jest przykladem

funkcji analitycznej zespolonej (lub inaczej holom orficznej) , tzn. ma pochodna

w sensie zespolonym w kazdym punkcie swojej dziedziny.

Jedna z konsekwencji analitycznosci funkcji jest istnienie pochodnych

wszystkich rzedów, choc w definicji zakladamy istnienie tylko pierwszej

pochodnej! Ponadto, jesli f = f(z) jest funkcja analityczna zespolona w zbiorze

otwartym U C C, to mozna udowodnic, ze w otoczeniu kazdego punktu Za E U

funkcja f moze byc przedstawiona jako suma szeregu potegowego o srodku
w punkcie Za:

00

Latwo jest udowodnic, ze funkcja zeta moze byc przedluzona na pólplaszczyzne

Re s> O, to znaczy na prawo od osi urojonej. Mianowicie, mnozac 1- 21-s

przez ((s) otrzymamy

l-s (2 ) ( 1 1 1 )(1 - 2 )((s) = 1 - ~ p+ 2s + :y + ... =

= ~ + ~ + ... + ~ + ... _ 2 (~ + ~ + ... + _(1) + ...)l' 2s nS 2S 4S 2n s

1 1 1 1 )n-1 1- - - - + - - - + + (-1 - + -- 1s 2s 3s 4s ... nS' •• -

= f= (_1)n-1
n=l

Szereg po prawej stronie jest zbiezny dla Re s > O. Zatem funkcja (( s) moze byc

przedstawiona wzorem
1 00 (_1)n-1

((8) = 1_ 21-s L . ,
n=l

gdzie prawa strona ma sens dla Re 8 > O oprócz 8 = 1. N a przyklad,

W drugiej czesci tego artykulu bedziemy wiec zakladac, ze funkcja ( = ((8) jest

analityczna dla wszystkich 8 zespolonych oprócz 1, choc wzory (1) i (2) maja
jedynie sens dla Re 8 > 1.

Autorzy pragna podziekowac dr. R. Kopieckiemu, prof. A. Schinzlowi

i prof. J. Urbanowiczowi za cenne uwagi, które istotnie ulepszyly pierwsza wersje

obu czesci niniejszego artykulu.

Teraz postaramy sie wyjasnic, jak nalezy rozumiec przedluzenie analityczne

funkcji f. Bierzemy dowolny punkt Zl E K(zo, 1'0) i znów rozwijamy funkcje f
w szereg potegowy, ale tym razem o srodku w Zl. Ten nowy szereg jest zbiezny

w pewnym kole K(Zl' 1'd i rozbiezny poza domknieciem tego kola. Kolo to moze

• byc zawarte w K(zo, 1'0), ale nie musi. Jesli nie jest zawarte, to funkcja f jest

analityczna na sumie obu kól. Dalej bierzemy dowolny punkt Z2 E K(Zl, 1'1),

powtarzamy cala procedure i kontynuujemy ja (patrz rys. 3). Funkcja f moze

byc przedluzona na sume tego ciagu kól. Identycznie mozemy skonstruowac

inne ciagi kól, startujac zawsze z kola K(zo, 1'0). W ten sposób otr~ymamy
maksymalny zbiór, na którym funkcja analityczna zespolona jest zdefiniowana

i poza który nie mozna jej przedluzyc analitycznie.

Okazuje sie, ze funkcja ((s), choc wzorem (1) czy (2) jest zdefiniowana tylko dla

Re s > 1, moze byc analitycznie przedluzona na cala plaszczyzne zespolona C

oprócz punktu 1 (patrz rys. 4). Jest to wlasnosc mniej oczywista, choc nie jest

trudno ja udowodnic.

Rys.3

Definicja pochodnej w sensie

zespolonym wyglada identycznie

jak w przypadku rzeczywistym:

jesli funkcja j jest zdefiniowana

w pewnym otoczeniu punktu ZOl

wówczas j'(Z ) = lim 1(')-/('0).o %-%0 L-ZO

Jednak warunek istnienia pochodnej

w sensie zespolonym jest warunkiem

nieporównanie silniejszym. Bierze sie

to stad, ze dopuszczamy argumenty

zespolonej tzn. zmienna z moze poruszac

sie nie tylko po linii prostej, lecz takze po

plaszczyznie C w otoczeniu Za.

Rys. 4. Dla punktów szarej

pólplaszczyzny wzory (l) i (2) dla

funkcji ((s) maja sens. Mozna ja

przediuzyc holomorficznie równiez na

kolorowa pólplaszczyzne (wraz z prosta

Re s = l, s i- l). W ten sposób jedynym

punktem, w którym funkcja ( nie jest

okreslona, pozostaje (l, a).
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