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Termin nadsylania rozwiazan:
31 V 1998

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech l trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.
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Zadania z fizyki nr 254, 255
Redaguje Jerzy B. BROJAN

254. Samochodzik-zabawka ma naped zarówno na przednia, jak i na tylna os, lecz

wskutek bledu konstrukcyjnego na kazdych 10 obrotów przedniej osi przypada

11 obrotów tylnej osi (promien kólek jest jednakowy). Jesli masa samochodzika wynosi

300 g, obie osie sa jednakowo obciazone, a wspólczynnik tarcia kólek o podloze jest

równy 0,6, to jaka jest minimalna moc silnika pozwalajaca na jazde z predkoscia

15 cm/s po torze poziomym?

255. W obwodzie przedstawionym na rysunku l czestotliwosc zasilania wynosi

f = 50 Hz, opornosc opornika R = 100 n, pojemnosc kondensatora C = 20 JLF,

a zarówki sa jednakowe. Charakterystyka pradowo-napieciowa zarówek jest

przedstawiona na rysunku 2. Okazalo sie, ze przy pewnej wartosci skutecznej napiecia

zródla U zarówki palily sie jednakowo silnie, a przy wyzszym i nizszym napieciu
- niejednakowo. Obliczyc wartosc U. Która zarówka palila sie jasniej przy wyzszym,

a która przy nizszym napieciu?

Rozwiazanie zadan z fizyki z numeru 11/1997
Przypominamy tresc zadan:

246. Trzy jednakowe jednorodne walce ulozono równolegle

w Ilpiran1ide" na poziomym stole tak, ze ich srodki utworzyly trójkat

równoboczny. Jakie warunki musza spelniac: wspólczynnik tarcia !Jl

górnego walca o dolne oraz wspólczynnik tarcia 1-'2 miedzy walcami
a stolem, aby takie ustawienie bylo mozliwe? Dla uproszczenia

pominac wzajemne oddzialywanie miedzy dolnymi walcami.

247. Transformator sklada sie z trzech uzwojen osadzonych na

wspólnym rdzeniu (zamiast - jak zwykle - dwóch). Do pierwszego

uzwojenia o nI zwojach przylozono napiecie przemienne

o amplitudzie Ul i czestosci W, do drugiego uzwojenia o n2 zwojach

p,'zylaczono cewke o indukcyjnosci L, a do trzeciego uzwojenia
o n3 zwojach - kondensator o pojemnosci C. Wyznaczyc amplitude

natezenia pradu plynacego przez pierwsze uzwojenie. Przy jakich
wartosciach parametrów obserwujemy rezonans?

Obowiazuja standardowe zalozenia charakteryzujace transformator

doskonaly - pomijamy straty energii, zakladamy, ze przez kazdy
zwój przechodzi jednakowy strumien pola oraz przyjmujemy,

ze impedancja uzwojen jest znacznie wieksza od impedancji
kondensatora I przylaczonej cewki.

Rys. 3 T

246. Rozpatrujac sily dzialajace na jeden z dolnych walców (rys. 3), dochodzimy do

nastepujacych wniosków:

1. Kat a jest równy 30°, natomiast, aby laczny moment sil wzgledem linii zetkniecia ze

stolem byl równy zeru, sila F dzialajaca ze strony górnego walca musi lezec na prostej

przechodzacej przez te linie. Stad wynika {3= a/2 = 15°.

2. Rozkladajac F na skladowe - styczna Fsin{3 i normalna Fcos{3 - przekonujemy sie,

ze poslizg kul o siebie nie nastapi, jesli J.l.l 2: tg {3.

3. Pionowa skladowa sily F wynosi (1/2)P, gdzie P - ciezar górnego walca. Zatem pozioma

skladowa F wynosi (1/2)Ptg(3, a z drugiej strony jest ona równa sile tarcia T o stól. Poniewaz

R = (3/2)P, wiec otrzymujemy warunek braku poslizgu o stól w postaci J.l.2 2: (1/3) tg (3.

Podsumowujac, J.l.l 2: tg15° = 2 - V3 ~ 0,268, J.l.2 2: (2 - V3)/3 ~ 0,089.

247. Zgodnie z zalozeniem o jednakowej wartosci strumienia cI>

dla kazdego zwoju, napiecia na wszystkich uzwojeniach drgaja

w jednakowej fazie, a ich amplitudy spelniaja zwiazek

Ul = U2 = U3
nl n2 n3

Strumien pola magnetycznego w rdzeniu jest równy sumie

przyczynków od kazdego ze zwojów, zgodnie ze wzorem

cI> = Lo(nlIl + n2h + n3h),

gdzie 11, h i h sa chwilowymi wartosciami natezen pradu.

Wspomniane zalozenie o malej impedancji kondensatora

i cewki oznacza, ze h, h i h sa duze, a dokladniej - ze suma

w nawiasie po prawej stronie wzoru ma wartosc

14

znacznie mniejsza od kazdego ze skladników (porównaj

analogiczne rozumowanie dla "zwyklego" transformatora,

np. §19 w podreczniku J. Gintera dla III klasy liceum).

Uwzgledniajac przeciwne fazy h i h otrzymujemy przyblizony

zwiazek miedzy amplitudami pradów (które dalej oznaczamy

- niezbyt konsekwentnie - tymi samymi symbolami h, 12 i 13)

nlh = In2h - n313!.

Podstawiamy h = U2/(Lw), h = U3Cw i znajdujemy

Ul I n~ 2 I
h = -'2 - - n3Cw .

nl Lw

Warunek rezonansu ma postac n~ LCw2 = n~.
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Zadania z matematyki nr 357, 358
Redaguje Marcin E. KUCZMA

357. Rozwazamy graf skierowany (o skonczenie wielu wierzcholkach), w którym kazde

dwa rózne wierzcholki a, b sa polaczone dokladnie jedna z dwóch zorientowanych

krawedzi: a -> b lub b -> a. Ponadto kazda krawedz jest pomalowana albo na zólto,

albo na czerwono. Udowodnic, ze istnieje wierzcholek, z którego mozna do kazdego

innego wierzcholka dotrzec wzdluz krawedzi jednego koloru, w kierunku zgodnym

z ich orientacja. (Do róznych wierzcholków docelowych moga prowadzic drogi róznych

kolorów.)

358. Liczby rzeczywiste al, ... , an spelniaja dla kazdej liczby rzeczywistej x

nierównosc

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 242 (WT=I,50) i 243 (WT=3,00)

z numeru 9/1997

Przemyslaw Gadzinski - Sroda SI. 40,82

Andrzej Idzik - Boleslawiec 21,55
Jaroslaw Lazuka - Warszawa 21,27

Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 17,37

al sin2 x + a2 sin2 2x + a3 sin2 3x + ... + an sin2 nx > O.

Czy stad wynika, ze al + a2 + a3 + ... + an :::::O ?

Zadanie 358 zaproponowal pan Krzysztof Oleszkiewicz z Warszawy.

Rozwiazania zadali z matematyki z numeru 11/1997

Przypominamy tresc zadan:

349. 'Wyznaczyc najwieksza liczbe naturalna n, dla której istnieje ciag liczb naturalnych

;t'O,Xl, ... ,Xn o wlasnosciach:

xi>2 dlai=O,l, .. ,n-l, Xn = 2;

X i+l jest najlnniejsza liczba naturalna nie bedaca dzielnikien1 liczby x t.

350. vV trójkacie ostrokatnym ABC', który nie jest równoboczny, poprowadzono wysokosci AD,

IJE, C'F. Punkty G", GB, Gc sa (odpowiednio) srodkami ciezkosci trójkatów EAF, FBD, DC'E,

a punl\ty OAl OB, Oc sa srodkami okregów opisanych na tych trójkatach. Udowodnic, ze proste

GAG,." GBGB, GcGc (czyli proste Eu/era tych trzech trójkatów) przecinaja sie w jednym punkcie.

349. Niech XQ, Xl, ..• , Xn bedzie ciagiem o podanych

wlasnosciach. Jesli XQ jest liczba nieparzysta, to Xl = 2, czyli

n = 1. Dalej przyjmijmy, ze XQ jest liczba parzysta, i wobec tego

Xl > 2.

Przypuscmy, ze Xl nie jest potega liczby pierwszej; jest wiec

iloczynem liczb a, b > 1 wzglednie pierwszych. Liczby te, jako

mniejsze od Xl, sa dzielnikami liczby XQ (w mysl okreslenia Xl)'

A skoro sa wzglednie pierwsze, ich iloczyn Xl = ab tez jest

dzielnikiem XQ - wbrew okresleniu Xl.

Zatem Xl jest potega liczby pierwszej. Jezeli Xl = 2k, k> 1, to

X2 = 3, X3 = 2, wiec n = 3. Jezeli zas Xl = pk, p> 2, k ~ 1,

to X2 = 2, wiec n = 2. Wykazalismy w ten sposób, ze n:::; 3.

Przyklad ciagu (6, 4, 3, 2) pokazuje, ze n = 3 jest maksymalna

mozliwa wartoscia n.

Rys.

A

A

c 350. Oznaczmy te trzy proste Eulera odpowiednio przez lA, lB, lc. Przyjmijmy, ze trójka

punktów (A, B, C) jest zorientowana dodatnio (poruszajac sie od punktu A do C wzdluz

lamanej ABC mamy wnetrze trójkata ABC po lewej stronie). Niech H bedzie punktem

przeciecia wysokosci AD, BE, CF. Katy AEH i AFH sa proste, wiec srodek OA okregu

opisanego na trójkacie EAF pokrywa sie ze srodkiem odcinka AH. Podobnie punkty OB i Oc

sa srodkami odcinków BH i CH. Zatem trójkat OAO BOC jest podobny do trójkata ABC

(rys. 1).

Jesli ILBCAI = 'Y, to takze ILAFEI = ILBFDI = 'Y (rys. 2) i wobec tego trójkat FEA jest

obrazem trójkata FBD w przeksztalceniu (podobienstwie) bedacym zlozeniem obrotu wokól

punktu F o kat Jr-'Y w kierunku dodatnim z pewna jednokladnoscia o srodku F. Obrazem

prostej lB w tym przeksztalceniu jest prosta lA' Stad wynika, ze proste lA i lB przecinaja sie

w takim punkcie X, ze albo trójka (O A, OB, X) jest zorientowana dodatnio i ILO AXO BI = 'Y,

albo trójka (OA,OB,X) jest zorientowana ujemnie i ILOAXOBI = Jr-'Y (rys. 3). W obu

przypadkach punkt X lezy na okregu opisanym na trójkacie OAOBO c.

Analogicznie wykazujemy, ze takze proste lA i lc przecinaja sie w punkcie lezacym na tym

samym okregu. Jest to wiec punkt wspólny wszystkich trzech prostych lA, lB, lc.

Rys. 2 Rys. 3
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