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252601 = 4992 + 602

252601 = 5002 + 512

252601 = 5012 + 402.

Rozwiazanie zadania M 838.
Niech O bedzIe srodkiem kola

(o promIenIU R) opisanego na

trójkacie ABC, a T' przeciecIem

prostej AO z odcinkiem BC. Wtedy

LOBA = lLcBA = 10° = LOAB,

skad LBOT' = 20°, LBT'O = 150°.

Zatem z twierdzenia sinusów w trójkatach

OBT' i ABC mamy

IBT'II sm 20° = IOBII sin 150° = 2R,

IAClI sin 20° = 2R,

czyli IBT'I = lAGI. Z tego wynika,
zeT' = T i LTAC = 70°.

Liczba n05 jest najmniejsza liczba natural.na majaca cztery rózne rozklady na

sume dwóch kwadratów liczb naturalnych:

n05 = 242 + 232

n05 = 312 + 122

n05 = 322 + 92

n05 = 332 + 42.

W rozkladach wystepuja kolejne liczby naturalne: 31, 32 i 33. Podobna wlasnosc

maja liczby 12025, 66625 oraz 252601:

12025 = 1072 + 242 66625 = 2552 + 402

12025 = 1082 + 192 66625 = 2562 + 332

12025 = 1092 + 122, 66625 = 2572 + 242,

Kazda z nich ma co najmniej trzy rózne rozklady na sume dwóch kwadratów

i w rozkladach wystepuja trzy kolejne liczby naturalne. Takich liczb naturalnych

istnieje nieskonczenie wiele. Omawiana wlasnosc ma, na przyklad, kazda liczba

naturalna An okreslona wzorem

An = (1 + 4n2)(1 + 4n4),

gdzie n jest liczba naturalna wieksza od 1. Rozklady w tym przypadku sa

nastepujace:

An = (4n3 - 1)2 + (2n2 + 2n)2

An = (4n3)2 + (2n2 + 1)2

An = (4n3 + 1)2 + (2n2 - 2n)2.

Wystepuja tu kolejne liczby naturalne: 4n3 - 1, 4n3 oraz 4n3 + 1. Postac An

maja wszystkie liczby, które przedstawilismy na poczatku:

n05 = A2, 12025 = A3, 66625 = A4, 252601 = A5.

Istnieja jednak liczby majace omawiana wlasnosc, które nie sa postaci An.

Takimi sa, na przyklad, liczby 292825 i 1026745:

292825 =5392 + 482 1026745 =10n2 + 682

292825 =5402 + 352 1026745 =10122 + 512

292825 =5412 + 122, 1026745 =10132 + 242.

Twierdzenie. Niech M bedzie liczba naturalna. Nastepujace dwa warunki sa

równowazne:

(1) istnieja takie liczby naturalne n > l, k1, k2, k3, ze

M = (n - 1)2 + ki = n2 + k~ = (n + 1)2 + k~;

(2) istnieja takie liczby naturalne b > a, ze a2 + b2 + 1 jest liczba kwadratowa oraz

M = a2b2 + a2 + b2+ 1.

Dowód. Zalózmy, ze zachodzi warunek (1). Wówczas z równosci

4n = (n + 1)2 - (n _1)2 = ki - k~ wynika, ze liczby k1 - k3 i k1 + k3 sa

parzyste. Niech k1 - k3 = 2a oraz k1 + k3 = 2b, gdzie b i a sa pewnymi liczbami

naturalnymi, przy czym b > a.

Wtedy k1 = b + a, k3 = b - a, n = ab oraz

a2 + b2 + 1 = (a2 + b2 + 2ab) + (a2b2 - 2ab + 1) _ a2b2 =

= (a + b)2 + (ab - l? - a2b2 ='
= ki + (n - 1)2 - n2 = k~,

czyli a2 + b2 + 1 jest liczba kwadratowa równa k~. Ponadto

M = n2 + k~ = a2b2 + a2 + b2 + 1. Wykazalismy wiec implikacje (1) ==> (2).
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Rozwiazanie zadania F 472.
Namawiamy do prawie doslownego

powtórzenia rozumowania przytoczonego

w rozwiazaniu poprzedniego zadania.

Wynik,

3MR2

J(M,R) = -1-0-'
nie zalezy od kata rozwarcia stozka.

Zalózmy teraz, ze spelniony jest warunek (2). Wówczas przyjmujemy:

n = ab, kl = a + b, k2 = va2 + b2 + 1, k3 = b - a

i bez trudu sprawdzamy, ze zachodzi warunek (1).

Powyzsze twierdzenie opisuje wszystkie liczby naturalne majace rozklady na

sume dwóch kwadratów, w których wystepuja kwadraty trzech kolejnych liczb

naturalnych.

Pytanie. Czy w rozkladach danej liczby naturalnej na sume dwóch kwadratów

moga pojawic sie kwadraty czterech kolejnych liczb naturalnych?

Odpowiedz na to pytanie jest negatyw~a. Przypuscmy bowiem, ze dla pewnych

liczb naturalnych n > 1, kl, k2, k3 i k4 zachodza równosci

(n - 1)2 + ki = n2 + k~ = (n + 1)2 + k~ = (n + 2)2 + k~.

Wykorzystujac dwukrotnie udowodnione twierdzenie stwierdzamy, ze istnieja

wówczas takie liczby naturalne a, b, c, d, ze b > a, d> c, cd = n + 1 = ab + 1,

a2 + b2 + 1 = (c + d)2 oraz c2 + d2 + 1 = (b - a)2.

Przypuscmy teraz, ze a jest liczba parzysta. Wtedy liczby c i d sa nieparzyste

(gdyz cd = ab + 1), a zatem liczba a2 + b2 + 1 (która jest równa (c + d)2)

jest podzielna przez 4. Ale a2 jest podzielne przez 4, wiec przez 4 podzielna

jest liczba b2 + 1. Otrzymalismy sprzecznosc. Liczba postaci b2 + 1 nigdy nie

jest podzielna przez 4. Reszta z dzielenia tej liczby przez 4 jest 1 (gdy b jest

parzyste) lub 2 (gdy b jest nieparzyste ).

Wykazalismy zatem, ze a jest liczba nieparzysta. W ten sam sposób

wykazujemy, ze b jest liczba nieparzysta. Nastepnie wykazujemy (w podobny

sposób), ze liczby c i d sa równiez nieparzyste. Teraz patrzymy na równosc

a2 + b2 + 1= (c + d)2.

Lewa strona tej równosci jest liczba nieparzysta, a prawa strona jest liczba

parzysta. Sprzecznosc ta konczy nasze uzasadnienie negatywnej odpowiedzi na

postawione pytanie.

Na zakonczenie spójrzmy jeszcze na rozklady liczby 120250.

120250 = 2552 + 2352

120250 = 2972 + 1792

120250 = 3052 + 1652

120250 = 3152 + 1452

120250 - 3392 + 732

120250 = 3412 + 632

120250 = 3432 + 512

120250 = 3452 + 352

Wystepuja tu cztery kolejne liczby nieparzyste: 339,341,343 i 345.

Rozwiazanie zadania F 471.
Niech a = M I R3. Oznaczmy szukana energie przez V(M, R). Energia ta musi byc ujemna

i ze wzgledów wymiarowych wprost proporcjonalna do M2, a odwrotnie proporcjonalna do R:

V(M, R) = -kM2GI R, gdzie G jest stala grawitacyjna, a k wspólczynnikiem liczbowym.

Jesli zwiekszymy (przy stalej gestosci) promien o ~R, to energia zwiekszy sie o ~ V

Obliczamy, ze ~V = V(a(R + ~R)3, R + ~R) - V(aR3, R) = -ka2G(R + ~R)5 + ka2GR5 =
= -5ka2GR4~R + O((~R)2), dla ~R ~ O.

(Piszemy g(x) = O(J(x)), dla x ~ xo, jesli dla pewnej stalej C i dla pewnego Otoczenia Xo

nierównosc Ig(x)1 ::; C1f(x)1 zachodzi dla kazdego x t Xo nalezacego do tego otoczenia.)

Z drugiej strony, rozwazajac energie potencjalna oddzialywania grawitacyjnego pomiedzy kula

o promieniu R a otaczajacaja warstwa kulista o promieniu wewnetrznym R i zewnetrznym R + ~R

(oba ciala maja jednakowa gestosc), otrzymamy -~M MGI R ::; ~V ::; -~M MG/(R + ~R), gdzie

~M = a(R + ~R)3 - aR' ~ 3aR2 ~R + O((~R?), dla ~R ~ O, jest masa warstwy kulistej. Zatem

~ V = _3a2GR4 ~R + O((~R)2), dla ~R ~ O. Porównujac oba wyrazenia na ~ V i pomijajac

poprawki kwadratowe w ~R (w tym energie samooddzialywania warstwy kulistej), otrzymamy

k = 3/5. Ostatecznie,
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