
Klub 44

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 244 (WT=2,89) i 245 (WT=2,54)

z numeru 10/1997

Przemyslaw GadziIiski ~ Sroda Sl. 42,92

Andrzej Idzik - Boleslawiec 23,36
Andrzej Nowogrodzki - Chocia.nów 18,68

Rys. 1

d

Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 3S / N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Termin nadsylania rozwiazan: 30 VI 1998

Zadania z fizyki nr 256, 257

Redaguje Jerzy B. BROJAN

256. Jednorodny strumien równolegle biegnacych czastek (np. strumien swiatla) pada

na kule: a) odbijajaca czastki sprezyscie (zwierciadlo kuliste), b) taka, do której czastki

sie "przyklejaja" (czarna). Jezeli promien kul jest jednakowy, to na która z nich dziala

wieksza sila? A moze sily sa jednakowe?

257. Naczynie z gazem jest izolowane termicznie od otoczenia i przedzielone na dwie

czesci, z których jedna jest zamknieta tlokiem wywierajacym na gaz stale cisnienie p

(rys. 1). Jezeli grzalka elektryczna dostarczy do wnetrza pewna ustalona ilosc ciepla Q,
to w którym przypadku tlok przesunie sie bardziej:

a) gdy podgrzejemy lewa czesc naczynia,

b) gdy podgrzejemy prawa czesc naczynia,

c) gdy polowe ciepla dostarczymy lewej czesci, a polowe - prawej?

Kanalik laczacy obie czesci naczynia jest tak waski, ze temperatura nie ulega

wyrównaniu.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1997

Przypominamy tresc zadan:

248. Kasia i Basia siedza na hustawce opartej na dwóch podpórkach odleglych

od siebie o d i polaczonych z Llokami o powierzchniach S, i S2 wywierajacymi

parcie na ciecz (rys. 2); odleglosci dziewczynek od punktów podparcia

wynosza odpowiednio 11 i 12_ Jaki warunek musza spelniac wymienione

parametry oraz ciezary dziewczynek Pl i P2, aby hustawka pozostawala

w równowadze? Ciezar hustawki i tloków pominac.

249. "Czarna skrzynka" zawiera uklad oporników i cztery wyprowadzenia,

przy czym do dwóch sposród nich przykladamy ustalone napIeCIe U ze

zródla zasilania, a do pozostalych dwóch dolaczamy woltomierz o bardzo

wielkim oporze wlasnym i mierzymy napiecie U'. Istnieje szesc mozliwych

sposobów przylaczenia zasilania i woltomierza do "czarnej skrzynki" l a zatem

szesc mozliwych wartosci Uf. Zaprojektowac mozliwie naj prostszy schenlat.

"czarnej skrzynki", taki, aby wsród nich znalazly sie Uf = O,75U, Ul = O,5U

i U' = 0,25U.

248. Gdy lewy tlok przesunie sie w dól o Xl, prawy przesunie sie w góre o X2 = Xl SI/ S2

(mozemy zalozyc niescisliwosc cieczy). Oznacza to, ze dzwignia obróci sie wzgledem punktu

odleglego o dl = dS2/ (SI + S2) od lewego preta i o d2 = dS1/ (SI + S2) od prawego. Punkt

ten mozna uznac za punkt podparcia dzwigni, skad wynika warunek równowagi

czyli

4

Rys. 3

2

249. Jedno z rozwiazan (czy najprostsze, okaze sie po przejrzeniu listów od Czytelników) jest

przedstawione na rysunku 3, gdzie wartosci oporu spelniaja zwiazki: Rb = Ra(v'2i7 - 1)/36,

Re = 3Rb - Ra = Ra(v'2i7 -13)/12, Rd = 9Rb = Ra(v'2i7 - 1)/4. Wtedy U' = O,75U

otrzymujemy po przylaczeniu napiecia U do wyjsc 2 i 3, a woltomierza do wyjsc 1 i 4;

U' = O,5U - po przylaczeniu napiecia do 2 i 4, a woltomierza do 1 i 3; U' = O,25U - po

przylaczeniu napiecia do 1 i 4, a woltomierza do 2 i 3.
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Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 1998

--

351. vVyznaczyc najwieksza liczbe naturalna n, dla której istnieja czteroelementowe zbiory

AIl' .. l An o wlasnosci: kazdy zbiór Ai ma z kazdYll1 innyru zbiorelu Aj dokladnie jeden element

wspólny, ale nie istnieje wspólny element wszystkich zbiorów Ai.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 12/1997

Przypominamy tresc zadan:

Zadania z matematyki nr 359, 360

Redaguje Marcin E. KUCZMA

351. Zalózmy, ze Al, ... , An sa zbiorami czteroelementowymi o zadanej wlasnosci. Niech

Al = {a, b, c, d}. Niech la bedzie zbiorem tych numerów i (2:S i :S n), dla których a E Ai.

Analogicznie okreslamy zbiory h, le, Id' Zbiór Al ma z kazdym innym zbiorem Ai dokladnie

jeden element wspólny. Stad wynika, ze zbiory la, h, le, Id sa rozlaczne, a ich suma jest

calym zbiorem {2, ... ,n}. Mozna przyjac (zmieniajac ewentualnie oznaczenia), ze la jest

najliczniejszym z tych czterech zbiorów. Zalózmy, ze liczy on m elementów. Zachodzi wiec

nierównosc m 2: (n - 1)/ 4.

352. F\ll1kcja rózniczkowalna f: R -> R spelnia wraz z pewna funkcja g: R -> R równanie

f(x) = g(j'(x)) dla x E R. Dowiesc, ze funkcja f jest wypukla lub wklesla.

360. Dany jest ciag liczb rzeczywistych al, a2, ... , a2n+l o nastepujacej wlasnosci:

po odrzuceniu dowolnego wyrazu pozostale mozna podzielic na takie dwie grupy po

n wyrazów, ze suma wyrazów w pierwszej grupie jest równa sumie wyrazów w drugiej.

Dowiesc, ze wszystkie wyrazy ciagu sa równe.

Twierdzenie podane w zadaniu 360, przy dodatkowym zalozeniu, ze liczby ai sa

calkowite, bylo kiedys zadaniem olimpijskim (patrz: J. Browkin, Zadania z olimpiad

matematycznych, tom 5, WSiP, Warszawa 1980, zadanie 82). Uogólnienie na przypadek

ciagów o wyrazach rzeczywistych zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.

359. Czy istnieje para funkcji f, g: R --+ R spelniajacych dla kazdej liczby x E R
równania f(g(x)) = x2 oraz g(f(x)) = x4 ?44,•

Rozwiazanie zadania F 474.

Czastka X jest przyzwoita i natychmiast

po powstaniu ubiera sie (podobnie
jak kwarki) tworzac egzotyczny
hadron. Jezeli jej ped jest znaczaco

wiekszy od mxc/2, to czastka X

wywoluje kaskady hadronowe, jak

normalny hadron (porównaj rozwiazanie

zadania poprzedniego), ale po kazdym
zderzeniu odradza sie w nowej "kreacji".

Jezeli jednak jej ped spadnie ponizej
okolo mxc/2, to przestaje wywolywac

kaskady (moze co najwyzej nadal

zmieniac swoje lHlclronowe ubranko)

i pomimo silnego oddzialywania prawie

nie traci energii w materii detektora,

co pozwala jej z niego wyjsc jak czastce
slabo oddzialujacej, t"kiej jak mion.

Mozemy tez zalozyc (w razie potrzeby znów zmieniajac oznaczenia), ze la = {2, ... , m+1}.

Wobec tego a E Al n A2 n ... n Am+l' W mysl postulowanej wlasnosci, a nie jest elementem

wszystkich zbiorów Ai; tak wiec m + 1 < n oraz a rf. An. Kazdy ze zbiorów Al, A2, ..• , Am+l

zawiera jakis element zbioru An; sa to rózne elementy (bo kazde dwa zbiory Ai, Aj

o numerach 1 :S i < j :S m+1 maja juz wspólny element a). W takim razie liczba tych zbiorów

nie przekracza 4, a to znaczy, ze m :S 3. W polaczeniu z uzyskana wczesniej nierównoscia daje

to oszacowanie n < 13.

Nietrudno sprawdzic, ze okreslajac

Ai = {i-n, i-5, i-l, i, i+2, i+8, i+12} n {l, ... , 13}

dla i = 1, ... ,13 otrzymujemy przyklad trzynastu zbiorów spelniajacych podane warunki.

Zatem n = 13 jest najwieksza mozliwa wartoscia n.

352. Wystarczy wykazac, ze f' jest funkcja monotoniczna. Przypuscmy wiec, ze tak nie jest.

Dla pewnej trójki liczb rzeczywistych a < b < c zachodza wówczas nierównosci

f'(a) < f'(b) > f'(c) lub f'(a) > f'(b) < f'(c);

przyjmijmy pierwszy wariant (drugi jest analogiczny).

Wezmy dowolna liczbe w spelniajaca zwiazki f'(b) > w > max{f'(a), f'(c)}. Pochodna kazdej

funkcji rózniczkowalnej rzeczywistej ma wlasnosc Darboux. Istnieja wiec liczby u E (a; b) oraz

v E (b;c) spelniajace równanie f'(u) = w = f'(v). Zgodnie zzalozeniem, f(u) = g(J'(u)) oraz

f(v) = g(J'(v)). Tak wiec f(u) = f(v). Niech p i a beda punktami przedzialu (u; v), w których

funkcja f osiaga swoje wartosci ekstremalne na tym przedziale:

f(p) = min f(x), f(a) = max f(x).
u$x$v u~x$v

Z równosci f(u) = f(v) oraz f'(u) = f'(v) wynika, ze f'(p) = f'(a) = O; zatem

f(p) = g(O) = f(a). Stad wniosek, ze funkcja f jest na przedziale (u; v) stala, i wobec tego

f'(x) = O dla x E (u; v). Ale f'(b) > w = f'(u). Otrzymana sprzecznosc konczy dowód.

Rozwiazanie zadania M 841.
Ustawienie moze byc nastepujace: Xk = k dla k nieparzystych

I Xk = n - k dla k parzystych (k ::: n-l).=

Wtedy dla ciagu s= = LX, zachodzi n!sOk_1 - k (gdyz

nl82k - (n - kl. Rozpatrujac wszystkie cztery mozliwoscI
parzystosci badz nieparzystosci i i j stwierdzamy, ze

Xi+l + ... + Xj = St - Sj nie jest podzielne przez n dla

O < i < j < n.

82k-l = /,;2 + (k - l)n - (k - l)k = (k - l)n + k), podobnie Pytanie dodatkowe: Ile jest takich ustawien?
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