
o geometrii wewnetrznej (11/1980)

Karol BORSUK 1. Metryka wewnetrzna. Podstawowym dla geometrii jest pojecie odleglosci.

W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej En odleglosc dwóch punktów

x = (Xl"", xn) i y = (Y1,"" Yn) wyraza sie wzorem

Ta przestrzel' nie spelnia warunku (1.5),

wiec takze nie jest geoluetrycznie
dopuszczalna.

Ta przestrzen nie spelnia warunku (1.4).

Dlugosci kolejnych fragmentów

"sinusoidy" pomiedzy dwoma kolejnymi

grzbietami sa wieksze od odpowiednich

wyrazów szeregu harmonicznego!+ l + t + l +. Z rozbieznosci tego

szeregu wynika, ze dlugosc widocznej na

rysunku krzywej jest nieskonczona.

W artykule obok profesor Karol

Borsuk, twórca teorii retraktów (patrz

Delta 3/1979) i teorii ksztaltu (patrz

Delta 5/1980), przedstawia nowe

podejscie do problematyki geometrii

wewnetrznej l dotychczas luieszczacej

sie w ramach geolnetrii rózniczkowej

i riemannowskiej.

Delta ma zaszczyt przedstawic pierwsza

prace z zakresu stworzonej w ten sposób

problematyki. Bardziej szczególowe

opracowanie podanych wyników ukaze

sie w Biuletynie Polskiej Akademii

Nauk (seria nauk matematycznych)
w 1981 roku.
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wyraza SIe wzorem

Wzór (1.2) jest ogólniejszy od wzoru (1.1), poniewaz przestrzen En mozemy

uwazac za podzbiór przestrzeni H, zlozony ze wszystkich punktów postaci

X = (Xl"", xn, O, O, ... ). Wzór (1.2) okresla metryke g dla kazdej przestrzeni A

bedacej podzbiorem przestrzeni H. Zauwazmy jednak, ze takie pojecie odleglosci

odbiega od potocznego rozumienia odleglosci punktów x, y E A, poniewaz

mówiac o odleglosci miedzy X i y w przestrzeni A, bierzemy pod uwage nie

tyle liczbe g(x, y), ile dlugosc dróg w przestrzeni A, które nalezy przebyc, aby

od X przejsc do y. Tak np., jezeli powierzchnie Ziemi traktujemy jako sfere 52

polozona w przestrzeni E3, to mówiac o odleglosci miedzy punktami x, Y E 52,

mamy zazwyczaj na mysli dlugosc drogi, która trzeba na 52 'przebyc, aby od X

przejsc do y, a wiec liczbe, która dla x =I- y jest wieksza od odleglosci tych

punktów w sensie metryki g. Przez luk L laczacy punkty x, y w przestrzeni A

rozumiemy obraz przedzialu liczbowego (O, 1) przy homeomorfizmie

s : (O, 1) -+ L C A, zwanym przedstawieniem parametrycznym luku L

zawierajacego oba punkty x i y. Przez dlugosc tego luku rozumiemy liczbe ILI,
k

która mozemy okreslic jako kres górny liczb postaci Lg(S(ti),S(ti+1))' gdzie
i=O

O = to < i] < ... < tk < tk+1 = 1. Wiadomo, ze tak okreslona liczba ILI nie

zalezy od sposobu obrania przedstawienia parametrycznego luku L. Kladac

(13) {gA(X,y) = kres dolny liczb ILI, gdzie L przebiega. wszystkie luki laczace x i y w przestrzeni A,

otrzymamy pojecie odleglosci punktów x, y w przestrzeni A. Jasne jest jednak,

ze nie w kazdej przestrzeni A (o danej metryce g) liczba gA(X, y) jest okreslona

i skonczona dla kazdej pary punktów x, y E A: potrzeba, by przestrzen A

spelniala warunek

(14) { dla kazdej pary punktów x, y E A istnieje w A luk L. o skonczonej dlugosci, taki ze x, y E L.

Przy spelnieniu przez przestrzen A warunku (1.4), wzór (1.3) przyporzadkowuje

kazdej parze punktów x, y E A liczbe gA(X, y), która spelnia wszystkie

aksjomaty odleglosci. Tak okreslona funkcje gA nazywamy metryka wewnetrzna

w przestrzeni A. Spelnia ona warunek

g(x, y) ::::;gA(X, y) dla kazdej pary punktów x, y E A.

Aby jednak przejscie od danej metryki g do metryki wewnetrznej gA nie

powodowalo zmiany topologicznych wlasnosci przestrzeni A, nalezy jeszcze

zalozyc, ze przestrzen ta spelnia warunek

{dla kazdego punktu x E A i kazdej liczby E > O

(1.5) istnieje otoczenie Ux,e dla x w A, takie ze dla

kazdego punktu y E Ux,e jest gA(X,y) < E.

Powiemy, ze przestrze11 A (z metryka g) jest geometrycznie dopuszczalna

(w terminologii angielskiej geometrically acceptable), w skróceniu A E GA, jezeli

spelnione sa oba warunki (1.4) i (1.5).

(1.1)

a w przestrzeni lIilberta H, której punktami sa ciagi liczb X = (Xl, X2,"')
00

spelniajace warunek I: x; < 00, odleglosc punktu X od punktu y = (Y1, Y2, ... )
i=l

o
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Przestrzen metryczna nazywa sie

lokalnie spójna, jezeli kazdy jej punkt

nla. dowolnie male spójne otoczenie.

ContinUUITIto przestrzeI1 Illetl'yczlla

zwarta i spójna.

Rozmaitosc topologiczna to spójna

przestrzen lokalnie homeomorficzna

z przestrzenia euklidesowa En. Mówimy,

ze na takiej rozmaitosci dana jest

metryka riemannowska, gdy kwadrat

rózniczki dlugosci luku w tej przestrzeni

w lokalnych ukladach wspólrzednych

wyraza sie WzorelTl

ds2= ~g,j('"'" .,Xn)dxidXj,

1,1=1

gdzie g,j sa funkcjami rózniczkowalnymi.

W geometrii elementarnej przez sympleks

rozumiemy najmniejszy zbiór wypukly

(polozony w przestrzeni En) zawierajacy

n + 1 punktów nWpolozeniu ogólnym"

(zadne trzy nie leza na linii prostej,

zadne cztery nie sa wspólplaszczyznowe

itd.). Sympleksy jednowymiarowe to

odcinki, dwuwymiarowe - trójkaty,

a trójwymiarowe - czworosciany.

W topologii nazywamy sympleksem

kazdy zbiór homeomorficzny z takim

sympleksem llelementarnymll. Przez

triangulacje wieloscianu rozumiemy taki

jego podzial na sympleksy, przy którym

kazde dwa sympleksy, jesli sie przecinaja,

to wzdluz calej wspólnej k-wymiarowej

sciany, krawedzi czy wierzcholka. Na

ponizszym rysunku widzimy dwa podzialy

kwadratu na trójkaty, z których tylko

pierwszy jest triangulacja·

"Politop" jest pojeciem nieco

ogólniejszym od wielokata czy

wieloscianu. Rysujac na plaszczyznie

siatke trójkatów równobocznych tak,

jak bysmy ukladali kafelki, otrzymujemy

jej triangulacje. Plaszczyzna jest wiec

politopem. Z kolei politopem nie jest

przestrzen przedstawiona na rysunku

ponizej, a nawet zwykle kolo.

Przyklady: Przestrzenie wypukle sa geometrycznie dopuszczalne, przy

czym metryka wewnetrzna eA nie rózni sie od danej w A metryki e. Tak jest

np. w przestrzeni A = En lub A = H.
Jasne jest, ze kazda przestrzen A E G A jest spójna i lokalnie spójna. Z drugiej

strony wiadomo, ze kazde lokalnie spójne continuum jest homeomorficzne

z pewna przestrzenia wypukla, a wiec z przestrzenia GA.

Do klasy przestrzeni GA naleza tez wszystkie spójne przestrzenie

riemannowskie, jak równiez wszystkie spójne wielosciany w sensie

elementarno-geometrycznym, a takze ogólniejsze od nich spójne politopy, a wiec

przestrzenie P, dla których istnieje skonczona lub przeliczalna triangulacja T,

której sympleksy sa rozumiane w sensie geometrii elementa.rnej i spelniony jest

warunek, ze dla kazdego punktu x E P istnieje w triangulacji T skonczona liczba

sympleksów, których suma stanowi otoczenie punktu x w P. Zauwazmy tez,

ze jezeli A i B sa przestrzeniami GA, to ich iloczyn kartezjanski A x B jest

tez przestrzenia GA, jezeli zas A i B sa podzbiorami domknietymi przestrzeni

metrycznej X, a ich czesc wspólna nie jest pusta, to A U B E G A.

Przez izometrie wewnetrzna rozumiemy taka funkcje f przeksztalcajaca

przestrzen A E GA na przestrzen A' E GA, ze eA(X, y) = eA,(f(X), f(y))

dla kazdej pary punktów x, y E A. Jezeli taka funkcja istnieje, to mówimy,

ze przestrzenie A i A' sa wewnetrznie izometryczne. Jasne jest, ze kazda

izometria (w sensie metryki e) jest izometria wewnetrzna (ale nie na odwrót),

natomiast kazda izometria wewnetrzna jest homeomorfizmem. Zlozenie dwóch

izometrii wewnetrznych, jak równiez odwrócenie izometrii wewnetrznej sa

izometriami wewnetrznymi. A wiec relacja wewnetrznej izometrii jest relacja

równowaznosciowa·

Zauwazmy, ze w mysl przyjetej tu definicji dlugosci luku L C A, przy izometrii

wewnetrznej f: A -+ A' luk L przechodzi na luk L' C A', taki ze ILI = IL'I.
Z drugiej strony, kazdy homeomorfizm f spelniajacy ten warunek jest izometria

wewnetrzna·

Przez geometrie wewnetrzna rozumiemy tu teorie tych wlasnosci

przestrzeni GA, które zachowuja sie przy wszystkich izometriach wewnetrznych.

A wiec z punktu widzenia geometrii wewnetrznej dwie wewnetrznie izometryczne

przestrzenie A, A' E GA sa jednakowe. Natomiast ich wlasnosci geometryczne

(tj. wlasnosci zalezne od pierwotnie przyjetych w nich metryk e i e') moga byc
istotnie rózne.

2. Podzbiory GA przestrzeni En. Podamy tu dowód (w postaci nIeco

szkicowej) twierdzenia nastepujacego:

(2.1) Twierdzenie. Jezeli A jest GA-podzbiorem przestrzeni En, to dla kazdego

c; > O istnieje w przestrzeni E2n zbiór wewnetrznie izometryczny z A, który

w sensie metryki e ma srednice mniejsza od c;.

Dowód. Niech d bedzie dana liczba dodatnia i niech D bedzie kwadratem

w plaszczyznie E2 o wierzcholkach (O, O), (d, O), (O, d) i (d, d). Przyporzadkujmy

kazdej liczbie calkowitej k punkt ak = (ld. (1 + Iklk+l) , O) polozony na

odcinku (O, O), (d, O). Wówczas e((O, O), ak) < e((O, O), ak+l) dla kazdego

calkowitego k. Oznaczmy przez bk wierzcholek trójkata równoramiennego

lezacego w D o podstawie akak+l i bokach akbk, bkak+l o dlugosci d. Niech

teraz Ak oznacza przedzial (k· d, (k + 1) . d} C El. Wówczas El = U Ak.
k

Kladac B2k = akbk, B2k+l = bkak+l dla kazdego calkowitego k, zauwazmy,

ze istnieje przeksztalcenie <p prostej El na zbiór U Bk C D, takie ze dla kazdego
k

calkowitego k przeksztalcenie <p przeprowadza izometrycznie odcinek Ak na

odcinek Bk i to tak, ze

<p(2k· d) = ak, <p((2k + 1)· d) = bk.

Jasne jest, ze <p jest homeomorfizmem przeksztalcajacym cala prosta El na

zbiór U Bk.
k
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Metoda dowodu zamieszczonego obok

twierdzenia (2.1) pozwala tez na

wykazanie, ze przestrzen Hilberta H moze

byc wewnetrznie izometrycznie zanurzona

w dowolnie mala kostke w niej.

Jednym z podstawowych twierdzen

geometrii przestrzeni riemannowskich

jest Theorema egregitlm ("Wspaniale

twierdzenie" ):

krzywizna calkowita powierzchni

nie zmienia sie przy wewnetrznych
izometriach.

Przedstawiamy tu dwa sposoby takiego

skladania kwadratu, by zmiescil sie

w dowolnie malej kulce przestrzeni

trójwymiarowej. Linia kolorowa znaczy

"zagiac do góry" l czarna - "zagiac

do dolu". Za pomoca drugiego z tych

sposobów mozna i cala plaszczyzne E2

przeksztalcic przez izometrie wewnetrzna

na podzbiór przestrzeni E3 o dowolnie

malej srednicy i jest to pozytywne

rozwiazanie postawionego w tekscie

artykulu problemu. Autorem tego

rozwiazania jest dr J. Oledzki.

Cala przestrzen En jest suma wszystkich n-wymiarowych kostek postaci

DI-", ... ,I-'n = AI-" X ... X A"n'

gdzie J-l1, ... , J-ln przebiega wszystkie uklady zlozone z n liczb calkowitych.

Kladac

'lj;(X1, ... , xn) = (SO(X1)"'" SO(xn)) dla kazdego (Xl,"" Xn) E En,

otrzymujemy homeomorfizm 'lj;przeksztalcajacy cala przestrzen En na pewien

podzbiór zbioru G bedacego iloczynem kartezjanskim n kwadratów D. Zbiór G

mozemy traktowac jako kostke 2n-wymiarowa, polozona w przestrzeni E2n,

identyfikujac punkty postaci «Xl, X2), (X3, X4),"" (X2n-1, X2n» E G z punktami

(Xl, X2, ... , X2n) W przestrzeni E2n.

Homeomorfizm 'lj;przeksztalca izometrycznie kazda kostke postaci

D", "","n = A", X ... X A"n na zbiór B", x ... X B"n' skad wynika,

ze kazdy luk L C A", X ..• X A"n przechodzi izometrycznie na luk

'lj;(L) C B", x ... X B"n' To pozwala okazac, ze przy homeomorfizmie'l/;

zachowuja sie dlugosci wszystkich luków L polozonych w przestrzeni En.

A wiec, dla kazdego zbioru A E GA polozonego w En, przeksztalcenie czesciowe

'lj;IA jest izometria wewnetrzna przeksztalcajaca A na zbiór A' = 'lj;(A) C G. Ale

srednica kostki G, bedacej iloczynem kartezjanskim n kwadratów o boku d, jest

równa Jn(hd)2 = d·~. Jezeli wiec, dotychczas dowolna, liczbe dodatnia d

obierzemy tak, by byla mniejsza od /2n, to srednica zbioru A' stanie sie

mniejsza od E. To konczy dowód twierdzenia (2.1).

3. Uwagi w zwiazku z twierdzeniem (2.1). Z twierdzenia (2.1) wynika

w szczególnosci, ze cala przestrzen E3 (a wiec przestrzen, któ):a czasami sklonni

jestesmy uwazac za matematyczny schemat naszej przestrzeni kosmicznej)

daje sie potraktowac jako podzbiór przestrzeni E6 majacy dowolnie mala

srednice. Przy takim ujeciu punkty polozone w przestrzeni E3 w dowolnie

wielkiej odleglosci jeden od drugiego staja sie w przestrzeni E6 (w sensie zwyklej

metryki g) dowolnie bliskie.

W kosmologii wspólczesnej zaklada sie zwykle, ze rozpatrywane przestrzenie

sa riemannowskie - co zreszta moze byc kwestionowane. Jesli jednak

ograniczymy sie do przestrzeni riemannowskich i do wewnetrznych izometrii

przeprowadzjacych takie przestrzenie na przestrzenie riemannowskie, to

twierdzenie (2.1) nie da sie utrzymac, wiadomo bowiem, ze np. powierzchnia

riemannowska wewnetrznie izometryczna ze sfera S2 musi byc ze sfera ta

izometryczna.

Geometria wewnetrzna, ograniczona do zakresu przestrzeni riemannowskich, jest

jednym z klasycznych dzialów geometrii rózniczkowej. Gdy ograniczenie to sie

odrzuci, to konieczna staje sie rezygnacja z takich klasycznych niezmienników,

jak krzywizna calkowita (gaussowska), natomiast pojawiaja sie nowe fakty (jak

np. twierdzenie (2.1» i powstaje nowa, obszerna problematyka.

Powstaje pytanie, czy wymiar 2n przestrzeni, w której GA-podzbiory

przestrzeni En daja sie umiescic bez zmiany ich wewnetrznych wlasnosci, ale
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z dowolnym zmniejszeniem srednicy, daje sie zastapic przez liczbe mniejsza.

Ostatnio S. Nowak i J. Oledzki okazali, ze liczba 2n daje sie zastapic przez

liczbe n + 1.

Nie wiadomo tez, czy dla kazdego n istnieje w przestrzeni En zbiór A E GA

(czy nawet spójny wieloscian), który nie moze byc przez izometrie wewnetrzna

przeprowadzony na podzbiór przestrzeni E2n-l o dowolnie malej srednicy

(w sensie metryki g). Nasuwa sie tez naturalne pytanie, czy kazda osrodkowa

przestrzen A E GA, o wymiarze::; n, daje sie przez izometrie wewnetrzna

przeprowadzic na podzbiór przestrzeni E2n+1. Pozytywne rozwiazanie tego

zagadnienia stanowiloby naturalny odpowiednik twierdzenia Mengera-Nobelinga

o tym, ze kazda osrodkowa przestrzen metryczna wymiaru nie wiekszego niz n

jest homeomorficzna z pewnym podzbiorem przestrzeni E2n+l.

Ponizej podamy twierdzenie, które w zakresie spójnych politopów

l-wymiarowych daje pozytywna odpowiedz na to pytanie.

4. Spójne politopy l-wymiarowe. Podamy idee dowodu (z pominieciem

niektórych szczególów o charakterze technicznym) twierdzenia nastepujacego:

(4.1) Twierdzenie. Dla kazdego spójnego l-wymiarowego politopu P

(polozonego w przestrzeni H) i kazdej liczby dodatniej c istnieje w E3 politop P'

o srednicy < c, wewnetrznie izometryczny z P.

Dowód. Niech T bedzie triangulacja politopu P o l-wymiarowych sympleksach

(a wiec odcinkach) Ll, L2, ... (moze byc ich liczba skonczona). Mozemy przyjac,

ze srednica kazdego z tych odcinków jest < ~. Kladac Pk = Ll U ... U Lk, mamy

Pk C PUl oraz P = UPk.
k

Kazdemu wskaznikowi k przyporzadkujmy liczbe TIk < ~, taka ze kazdy

odcinek Li, którego choc jeden koniec nalezy do Pk, ma dlugosc wieksza od TIk.

Obierzmy punkt bo E E3 i kazdemu wskaznikowi k przyporzadkujmy kule

Qk C E3 o srodku bo i promieniu rk < TIk tak, by rUl < rk dla kazdego k.

Ustawmy teraz wszystkie wierzcholki triangulacji T w ciag (byc moze

skonczony) al, a2, ... tak, by wskazniki wierzcholków nalezacych do Pk byly

mniejsze od wskazników wierzcholków nalezacych do PUl \Pk.

Kazdemu Jl = 1,2, ... przyporzadkujemy punkt bl-' E E3 tak, by spelnione byly
warunki:

jezeli al-' E Pk,(4.2)

{zadna plaszczyzna polozona w E3 nie zawiera
(4.3) .... 3 k . b bWIecej lllZ pun ty z CIagu 1, 2, ...

Zauwazmy, ze jezeli odcinek al-'av nalezy do triangulacji T oraz al-' E Pk, to

g(al-"uv) > TIk, a wiec oba punkty bl-',bv leza w kuli Qk. Stad
c

g(bl-' , bv) < TIk < g(a/l, av) < -.
6

Wezmy teraz pod uwage elipsoide obrotowa MI-',v bedaca zbiorem wszystkich

punktów x E E3 spelniajacych warunek

(4.4) g(x, bl-') + g(x, bv) = g(al-" av).

Jasne jest, ze skonczony lub przeliczalny zbiór plaszczyzn polozonych w E3

przecina elipsoide MI-',v w zbiorze pierwszej kategorii (w sensie Baire'a). Stosujac

wiec proste rozumowanie indukcyjne, mozemy kolejnym odcinkom Lj, z których

kazdy ma postac al-'aV, przyporzadkowac punkty bj E MI-',v tak, by zadna

z plaszczyzn w przestrzeni E3 nie zawierala wiecej niz 3 sposród punktów

bl, b2, ... oraz b~, b2, ... Ponadto, na odcinku Lj = a/la v mozemy obrac punkt aj,
taki ze

(4.5) g(al-' , aj) = g(bl-' , bj) oraz g(av, aj) = g(bv, bj).

Wprowadzenie na kazdym odcinku bj postaci al-'a v wierzcholka aj daje

podpodzial T' triangulacji T politopu P. Przyporzadkowujac kazdemu al-'

punkt b1-" a punktowi aj - punkt bj, otrzymamy wzajemnie jednoznaczne

Zbiór pierwszej kategorii w sensie Baire'a

to zbiór bedacy przeliczalna suma

zbiorów domknietych o pustym wnetrzu

- a takze kazdy jego podzbiór. Wazne

twierdzenie Baire1a glosi, ze niepusta

zupelna przestrzen metryczna nie jest

pierwszej kategorii.

Rozwhlzanie zadania F 500.
Maksymalne naprezenie liny obciazonej

nieruchoma winda wynosi

Q mg(J------
- 5, - 7rd2/4 '

gdzie m jest masa windy, a d = 9 mm

srednica liny. Maksymalna sila, z jaka

winda moze dzialac na line przy

gwaltownyn1 zahamowaniu) wynosi

mg + 8mg = 9mg. Osiagane naprezenie

liny wynosi wtedy

9mg 36mga--------
- 7rD2/4 - 7rD2

gdzie D jest szukana srednica. W obu

przypadl<ach maksymalne naprezenie
F

a = S (F jest sila dzialajaca na line)
jest takie samo. Stad otrzymujemy

4mg _ 36mg
7rd2 - 7rD2

i dostajemy) ze srednica liny powinna

wynosic co najmniej D = 3d = 27 mm.
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Przy przeksztalceniu symplicjalnym

obraz sympleksu jest zawarty w pewnym

sympleksie.

Rozwiazanie zadania M 882.

Dla ciagu stalego teza jest oczywista.

Niech r ;t O bedzie róznica ciagu;

dobierzmy liczbe naturalna k tak,

by miec 10k-1 ~ r < lOk Niech

n bedzie taka liczba naturalna, ze

lon-k - (n + 1) > O i al < lOn. Istnienie

takiej liczby jest oczywiste, bowiem ciag

bn = 10n-k - (n + 1) jest rozbiezny do

00. Niech ]( bedzie zbiorem tych wyrazów

ciagu, które sa zawarte w przedziale

[lOn, 10"+1). Zbiór f( zawiera co

najmniej 9· 10,,-k elementów. Wreszcie

suma cyfr dowolnego elementu z ](

jest nie wieksza niz 9(n + l). Z zasady

szufladkowej Dirichleta wynika wiec,

ze sposród elen1entów zbioru ]( mozna

wybrac dwa o tej samej sumie cyfr.

Kacik olimpijski (23)

przeksztalcenie zbioru wierzcholków triangulacji T' na zbiór punktów

polozonych w przestrzeni E3, taki ze zadne cztery punkty tego zbioru nie

leza w jednej plaszczyznie. Przeksztalcenie to indukuje pewne przeksztalcenie

symplicjalne politopu P na politop P' bedacy suma wszystkich odcinków postaci

b/lbj oraz bubj, gdzie Lj = alla u· Z uwagi na (4.4) i (4.5) przeksztalcenie to jest
izometria wewnetrzna.

Kazdy z punktów bil lezy jednak w kuli Ql o srodku br i promieniu l' < 'fJl < ~,
a kazdy punkt bj lezy na obrotowej elipsoidzie M/l,u, clla której b/l jest

ogniskiem, a srednica jest równa [l( a/l' au) < ~.A wiec zbiór wszystkich

wierzcholków politopu P' ma srednice mniejsza niz 2 . (~ + ~)= €. Wiec

i srednica calego politopu P' jest mniejsza od € i dowód twierdzenia (4.1) jest
zakonczony.

Przeniesienie tego twierdzenia na spójne politopy wymiaru wiekszego niz l

nastrecza istotne trudnosci. Nierozstrzygniete jest nawet proste pytanie,

czy kazdy spójny wieloscian dwuwymiarowy jest wewnetrznie izometryczny

z wieloscianem polozonym w przestrzeni E5, a w szczególnosci z wieloscianem

o dowolnie malej srednicy. Nie wiadomo równiez, czy kazde l-wymiarowe

continuum nalezace do klasy GA jest wewnetrznie izometryczne z continuum

polozonym w przestrzeni E5. W geometrii wewnetrznej, rozumianej w sensie tu

podanym, istnieje wiele zagadnieli, które oczekuja rozstrzygniecia. Nie wiem

np. czy miara k-wymiarowa (odpowiednio zdefiniowana w przestrzeni GA)

zachowuje sie niezmienniczo przy izometriach wewnetrznych. Nie wiadomo

tez, kiedy izometria wewnetrzna f :A ---;A' (gdzie A i A' sa GA-zbiorami

polozonymi w przestrzeni Hilberta H) daje sie otrzymac przez ciagla deformacje

zbioru A, zachowujaca dlugosc krzywych, tj. czy istnieje przeksztalcenie ciagle

1: A x (O, l) ---; H,

takie ze !(x, O) = x, !(x, l) = f(x) dla kazdego punktu x E A oraz ze dla

kazdego t E (O, l) przeksztalcenie f t : A ---;H dane przez wzór ft(x) = l(x, t)

jest izometria wewnetrzna.

Nie wiadomo tez, kiedy zbiór A E GA polozony w przestrzeni En daje sie

przez izometrie wewnetrzna przeprowadzic na zbiór A' C En, który nie jest

izometryczny z A w sensie metryki [l.

Lista nierozstrzygnietych pytali geometrii wewnetrznej jest bardzo obszerna.

Trzynaste zadanie

W dniach 6-10 listopada 1998 r. odbyla sie w Warszawie IX Olimpiada

Matematyczna Panstw Baltyckich Baltic Way '98. W konkursie tym braly

udzial ekipy nastepujacych la panstw: Danii, Estonii, Finlandii, Islandii,

Niemiec, Norwegii, Litwy, Lotwy, Polski, Szwecji oraz miasta Sankt Petersburg.

W sklad kazdej delegacji wchodzili uczniowie szkól srednich. Zawody mialy

charakter druzynowy i polegaly na rozwiazaniu 20 zadan w ciagu 4~ godziny.

Kazde zadanie bylo oceniane w skali 0-5 punktów. Druzyna polska z suma

68 punktów zajela trzecie miejsce za druzyna Lotwy (72 pkt.) oraz Estonii

(70 pkt.).

Zadanie 13. sprawilo uczniom najwiecej trudnosci - zadnej ekipie nie udalo

sie zdobyc ani jednego punktu za rozwiazanie tego zadania (i jak tu nie byc

przesadnym ... ). Nizej zaprezentujemy dwa rozwiazania tego zadania.

13. W pieciokacie wypuklym ABCDE boki AE i BC sa równolegle oraz

LADE = LBDC. Przekatne AC i BE przecinaja sie w punkcie P. Udowodnic,
ze LEAD = LBDP oraz LCBD = LADP.
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