
Jak to robi

matematyk?

Nawiazujac do artykulu Wojciecha Kopczynskiego przedstawiam tu matematyczna

teorie srodka masy i to, dlaczego matematycy czyms takim sie zajmuja. Bedzie to

przy tym bardzo szczególny fragment zastosowania w matematyce metod "masowych"

- rozpatrywane beda tylko skonczone uklady punktów materialnych.

Punkt materialny to dla matematyka para zlozona z punktu i liczby. Liczba ta jest

nazywana masa, choc moze byc zarówno dodatnia, jak i ujemna (czemu tak - dalej).

W interesujacym nas kawalku teorii rozwaza sie uklady punktów materialnych, czyli

ich skonczone zbiory. Podstawowe pojecie to moment statyczny ukladu (niech to

bedzie {(Al, mI),"" (An, mn)}) wzgledem punktu (nazwijmy go P). Okresla sie

go tak: dla jednego punktu (A, m) jest to AP. m (czyli jak w dzwigniach - ramie

razy sila), a dla wielu - suma momentów poszczególnych punktów ukladu, czyli

JGP. mI + ... +D·mn. Srodek masy ukladu to punkt, wzgledem którego uklad

ma moment równy zeru.

Oto dwa spostrzezenia. Po pierwsze - jesli S jest srodkiem masy rozpatrywanego

ukladu, a O jest dowolnym punktem, to

0= D'ml + ... + A:S.mn = (OS - OA~}ml + ... + (OS - ~)'mn,

czyli

Gdy mówimy osrodku masy ukladu

punktów bez podawania ich mas, nalezy
to rozumiec tak, ze w kazdym z tych
punktów umieszczona jest ta sama masa.

Technika poszukiwania srodka masy

stwarza ciekawa mozliwosc zrobienia

z jednego punktu geometrycznego róznych

punktów materialnych (patrz przyklad 3).

OS = OJG . mI + + ~ .mn
mI + +mn

A wiec, po drugie - to jest spostrzezenie Kartezjusza - srodek masy ukladu punktów

materialnych to w dowolnym ukladzie wspólrzednych (!) kartezjanskich ich

srednia wazona, czyli

S = Al . mI + + An . mn .
mI + + mn

Wynika stad w szczególnosci, ze srodek masy dowolnego ukladu punktów materialnych

lezy w najmniejszej podprzestrzeni zawierajacej te punkty (a wiec np. na prostej, na

plaszczyznie).

Aby sprawnie poszukiwac srodka masy, przydatne jest pojecie ukladów równowaznych,

czyli takich, które wzgledem kazdego punktu maja ten sam moment statyczny. Wyzej

poczynione spostrzezenia pozwalaja stwierdzic, ze z kazdym ukladem równowazny jest

uklad jednopunktowy: srodek masy pierwotnego ukladu z suma jego mas. Zatem na to,

by dwa uklady byly równowazne, potrzeba i wystarcza, by mialy ten sam srodek masy

i te sama sume mas.

Drugi wiersz mówi, ze S lezy na plaszczyznie Al Bl CI, a trzeci,

ze jest srodkiem DW.

3. Plaszczyzna przecina kraw~dzie boczne AW, BW, CW

ostroslupa ABC DW o podstawie równoleglobocznej odpowiednio

w ~, ~, ~ ich dlugosci, liczac od wierzcholka. Znalezc stosunek,
354

w jakim ta plaszczyzna dzieli kraw~dz DW.

c

D+W

2

w

S = (lA+ 2W) + (-lB - 4W) + (lC +3W)
1+2-1-4+1+3

3Al - 5Bl + 4Cl
2

(lA - lB + lC) + (2W - 5W + 4W)
2

Umiescmy w punktach

A, B, C odpowiednio masy

l, -l, l. Z punktu W robimy

trzy punkty materialne,

obdarowujac go kolejno takimi

masarni, aby (patrz rysunek)

srodek masy (A, l), (W, mA)

wypadal w Al, srodek

(B, l),(W, mB) w Bl i srodek

(C, l), (W, me) wypadal

w CI. Jak nietrudno obliczyc,

mA = 2, mB = -4, me = 3. A

Obliczamy srodek S masy ukladu wszystkich (szesciu) punktów,

róznie grupujac wyrazy:

Przyklady:

1. Srodek masy wierzcholków trójkata to punkt przeci~cia jego

srodkowych.

Marny uklad U = {(A, l), (B, l), (C, In. Zastepujemy

{(A, l), (B, In przez równowazny mu uklad {(D, 2n,

d' l·A+l·B A+B
g Zle D = ---2--- = --2-
Zatem D jest srodkiem odcinka AB.

Uklad U jest równowazny ukladowi

{(D, 2), (C, In, co juz wystarcza

do dowodu l, bo srodek S masy tego

A"'----- I \ ukladu lezy na C D, czyli na srodkowej
- analogicznie stwierdzamy, ze lezy na

pozostalych srodkowych. Faktycznie

uzyskalismy znacznie wiecej: wierny, ze /5!; : es = -l : 2, a wiec

srodkowe dziela sie w stosunku l : 2.

2. STOdek masy punktów materialnych (A, l), (B, -l), (C, l)
jest w takim punkcie D, ze ABCD jest równoleglobokiem.

Wystarczy wykazac, ze srodek odcinka AC jest srodkiem

odcinka BD. Ale z definicji srodka masy

l·A+(-l)·B+l.C
D = --~~---- = A- B+C,

1+(-1)+1

A+C B+D

skad A + C = B + D, a wiec --2- = --2-'
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Funkcja jednorodna stopnia k to taka

funkcja n-argumentowa f, która dla

dowolnych argumentów spelnia warunek

f(),· X" ... , ),. xn) =),k . f(Xl •...• xn).

Równanie f = O jest dla takiej funkcji

nazywane równaniem jednorodnym.

Dla wielomianów jednorodnosc oznacza,

ze wszystkie wyrazy sa tego samego

stopnia.

Wspólrzedne arealne nie sa okreslone

wtedy, gdy wspólrzedne barycentryczne

sumuja sie do zera. Nalezy wtedy

przeniesc sie do geolnetrii rzutowej,

o czym tu nie bedziemy mówic.

Wszystkie punkty zwyczajnej przestrzeni

czy plaszczyzny maja wspólrzedne

barycentryczne o sumie róznej od zera.

Odniesienie do klasycznej geometrii moze byc takie. Jesli zdecydujemy sie poslugiwac

polem zorientowanym (tj. brac pole trójkata z plusem, gdy jego wierzcholki sa

uporzadkowane zgodnie z orientacja ukladu odniesienia (Al, A2, A3), a z minusem

w przypadku przeciwnym) i za jednostke pola brac S'::'AlA2A3 (pole zorientowane

trójkata A1A2A3), to wspólrzedne arealne punktu P, czyli wspólrzedne barycentryczne

unormowane do sumy równej 1, a wiec ( +m, + ' +m2 + ' +m,+ ) sa równemi m2 m3 mI m2 m3 mI ffi2 ffi3

(S'::'A3PA2' S.::.A l PA" S'::'A2PA,),

Jest to najwieksza zaleta wspólrzednych barycentrycznych - wszystkie zaleznosci

geometryczne opisywane sa przez równania jednorodne, co ogromnie upraszcza
rachunki.

Uzycie ujemnych mas matematycznie spowodowane jest spostrzezeniem, ze dla mas

dodatnich srodek masy zawsze lezy wewnatrz uwypuklenia zbioru punktów (czyli

najmniejszego zbioru wypuklego, który je zawiera). Gdy zatem chcemy, by srodek

masy mógl znalezc sie w dowolnie wskazanym miejscu, musimy dopuscic równiez

i masy ujemne. Z fizycznego punktu widzenia mozna powiedziec, ze oprócz dzwigni

dwustronnych dopuszczac bedziemy równiez dzwignie jednostronne. A poza tym

uzasadnia to odrzucany przez fizyków termin srodek ciezkosci - realny ciezar, jako

suma grawitacji i wyporu, moze byc zarówno dodatni, jak i ujemny (np. balony).

A2 Technike srodków ciezkosci wprowadzil do matematyki Archimedes, pózniej miala
ona od czasu do czasu rozmaitych zwolenników, ale w pelni konsekwentnie uczynil

z niej narzedzie matematyki (ciagle mówimy tylko o skonczonych ukladach punktów)

Ferdinand Mcibius (Der baryzentrische Calcul, 1827). Wspólrzedne barycentryczne,

jakie wprowadzil, staly sie nieodlacznym narzedziem najsilniejszej z dyscyplin

algebraicznych, która jest dzis geometria algebraiczna.

Jezeli mamy na plaszczyznie trzy niewspólliniowe punkty (w dowolnej przestrzeni

- wierzcholki maksymalnego sympleksu), to mozemy kazdemu punktowi

przyporzadkowac trójke liczb - mas, jakie nalezy umiescic w kolejnych wierzcholkach

trójkata, aby srodek masy wypadl wlasnie w tym punkcie. Ta trójka to wspól1'zedne

ba1'ycentryczne tego punktu. Oczywiscie, kazdy punkt ma wiele róznych ukladów

wspólrzednych barycentrycznych w danym ukladzie odniesienia (czyli dla danej trójki

punktów) - sa to wszystkie trójki proporcjonalne, z wyjatkiem trójki samych zer.

(9,-1,-2)

(0,1,2)

Przyklady wspólrzednych

barycentrycznych punktów.

Marek KORDOS

Uwaga. Punkty P, Q, R moga byc obierane dowolnie na calych prostych

BC, AC, AB, nie tylko na bokach trójkata.

k31

b I· S'::'A,A2A3·

m3I k1
S'::'ABC = ~ I h

m1

pole zas t1'ójkata PQR jest równe

I A{tV+ 1 ,. T(A+l)({t+l)(v+l) .

Jesli rozpatrzymy uklad wspólrzednych kartezja11skich, w którym jest

Al = (1, O), A2 = (O, 1), A3 = (O, O), to punkt o wspólrzednych arealnych (Pl, P2, P3)

bedzie w nim mial wspólrzedne (pl, P2).

Naj wazniejszy wzór barycentrycznej geometrii opisuje (w przypadku plaszczyzny)

pole trójkata, którego wspólrzedne arealne sa A = (k1, k2, k3), B = (l1, 12, 13)

i C = (m1' m2, m3):

Stad, uznajac wspólrzedne dwóch punktów za dane, a trzeciego za niewiadome,

uzyskujemy (jednorodne, stopnia 1, bez wyrazów wolnych) równanie prostej we
wspólrzednych barycentrycznych - pole jest równe zeru.

Najefektowniejs'te - moim zdaniem - elementarne twierdzenie (tez w przypadku

plaszczyzny), które latwo mozna uzyskac ta droga, to twierdzenie Routha:

jesli pole trójkata ABC jest równe T oraz (patrz rysunek obok),

BP=A'PC, CQ={tQA, AR=vRB

to pole t1'ójkata J( LM jest równe

I (A{tV - l? I· T(Alt + A + l)({tv + {t + l)(vA + v + 1) ,

A3 Q A2

Oto poczatek dowodu podanego wyzej

zwiazku wspólrzednych arealnych z polem

w przypadku wspólrzednych dodatnich:

m2 _ IA3QI _ S"A3AlQ

m3 - IQA21 - S"QAlA2

S"A3PQ _ S"A3AlQ - S"A3PQ

S"QPA2 - S"QAlA2 - S"QPA2

SÓ.A1PA3

SÓ.A2PAl

Dokonczenie tego dowodu, jak

tez uzasadnienie wszystkich dalej

przytoczonych faktów, to nietl'lldne

zadania - polecam je z calego serca.
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