
Wszedzie wypukla, jak sfera Marek KORDOS

Geometria jednorodna opisuje przestrzen (wszystko jedno iluwymiarowa - tu

bedzie stale naj prostszy do obserwacji wymiar 2) w kazdym miejscu taka

sama. Oznacza to tyle, ze jesli wokól dwóch jej punktów wezmiemy malutkie

kóleczka (ogólnie - kulki), to okaza sie one nieodróznialne. Gauss wprowadzil

wazne pojecie rozrózniajace te geometrie: krzywizne (ale nie bedziemy jej

teraz definiowac) - dla geometrii jednorodnej musi ona byc stala. Gdy jest

dodatnia, to kóleczka, o których byla mowa, wygladaja jak narysowane na

sferze (powierzchni kuli), gdy zerowa - jak na plaszczyznie, gdy ujemna - jak

na siodle. Widac wiec, ze dla dodatniej krzywizny przestrzeni jest mniej, a dla

ujemnej - wiecej niz na plaszczyznie.

Jezeli do jednorodnosci dorzucimy jeszcze warunek, aby przez dwa rózne

punkty przechodzila tylko jedna prosta (linia nieskracalna), to okaze sie,

ze takich geometrii jest trzy. Najbardziej znana jest ta o krzywiznie zerowej,

naukowo zwana paraboliczna: jest to zwykla, szkolna geometria noszaca

powszechniej znana nazwe euklidesowa, od imienia matematyka, który ja

w IV w.p.n.e. skodyfikowal. Druga w kolejnosci pojawila sie na swiecie

geometria hiperboliczna, bardziej znana jako geometria Bolyai-Lobaczewskiego,

od nazwisk matematyków, którzy okolo roku 1830 uparli sie przy jej istnieniu.

Trzecia wreszcie to geometria eliptyczna, czasami wiazana z nazwiskiem

Riemanna, gdyz on stworzyl cala mnogosc róznych geometrii, wsród których

i ona sie znajdowala. Tutaj zajmiemy sie nia wlasnie, a raczej sposobami

pogladowego zapoznania sie z niektórymi jej twierdzeniami. Pogladowo, to

znaczy przez ogladanie modelu, czyli struktury zachowujacej sie jak plaszczyzna

eliptyczna, ale zbudowanej z dobrze nam znanej geometrii euklidesowej.

Skoro plaszczyzna eliptyczna jest lokalnie taka, jak sfera, to model zbudujemy

ze sfery. Sama sfera nie jest modelem plaszczyzny eliptycznej. Latwo sie o tym

przekonac, gdy zauwazy sie, ze liniami nieskracalnymi na sferze sa okregi wielkie

(czyli takie, których plaszczyzna przechodzi przez srodek sfery), a przez punkty

antypodyczne (czyli na k011cu jednej srednicy) mozna przeprowadzic nie jeden,

lecz dowolnie wiele takich okregów (czyli prostych w geometrii sfery). Model

plaszczyzny eliptycznej robi sie ze sfery, wlasnie sklejajac konce kazdej srednicy.

Oczywiscie, operacji takiej nie da sie przeprowadzic fizycznie - mówi sie wobec

tego, ze plaszczyzna eliptyczna nie jest zanurzalna w trójwymiarowej przestrzeni

euklidesowej. Jak jednak wobec tego obejrzec cos, czego nie ma?

Model, którym sie posluzymy, bedzie zbudowany ze sfery, której polozenie

i rozmiar tak beda dobrane do rozstawu naszych zrenic, ze widziec bedziemy

dokladnie jej polowe. Z kazdej pary punktów antypodycznych bedziemy widzieli

dokladnie jeden (P i Q na rysunku l), z wyjatkiem punktów widzianych na

brzegu pólsfery - te bedziemy widzieli "w dwóch osobach" (na rysunku A i R).

Oto natychmiastowe spostrzezenia, czyli twierdzenia geometrii eliptycznej:

- prosta jest zbudowana tak jak okrag (mozna po niej chodzic w kólko: gdy

znajdziemy sie - idac w strone od P do Q - w punkcie R z prawej strony,

bedziemy tym samym w punkcie R z lewej strony i idac dalej znów dojdziemy

do P);

- cala plaszczyzna eliptyczna lezy po jednej stronie prostej, inaczej; prosta nie

rozcina plaszczyzny (faktycznie, znajdujac sie nad prosta PQ mozemy dojsc do

punktu A u góry, czyli na dole, i znalezc sie ponizej prostej PQ);

- dwie rózne proste maja dokladnie jeden punkt wspólny (bo na sferze dwa

okregi wielkie przecinaja sie w punktach antypodycznych).

Odleglosc w naszym modelu mierzy sie tak jak na sferze, czyli nitka laczaca

punkty z tej strony, z której jest blizej (albo nie dalej). Tak wiec odleglosc

punktów P i Q z rysunku l, to ten z luków, który zawiera punkt R. Mamy

zatem kolejne twierdzenie;

- proste na plaszczyznie eliptycznej (mierzone w jednostkach równych

promieniowi sfery) maja dlugosc 7r.
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Przy okazji mozna zobaczyc nastepna ciekawa wlasnosc naszego modelu

- mozemy go, mianowicie, obracac wzgledem dowolnej osi przechodzacej

przez srodek sfery: gdy jedne punkty beda znikac z naszego pola widzenia,

równoczesnie pojawia sie ich bracia blizniacy, czyli antypody; w ten sposób

stale bedziemy widzieli cala plaszczyzne eliptyczna. Zastosowanie tego

udogodnienia prezentuje rysunek 2, gdzie przez obrót tego, co widac na

rysunku l, przekonujemy sie, ze luk prostej PQ, zawierajacy punkt R, jest tego

samego rodzaju, co luk go nie zawierajacy. Proponuje Czytelnikowi, aby zechcial

przez odpowiednie obracanie konfiguracji z rysunku 3 przekonac sie, ze

- trzy proste nie przechodzace przez jeden punkt rozcinaja plaszczyzne na cztery

trójkaty.

Bardzo dziwna wlasnosc plaszczyzny eliptycznej prezentuja rysunki 4-7. Oto

fabula. Wycielismy w plaszczyznie eliptycznej okragla dziure. Obracanie modelu

przekonuje nas, ze to, co zostalo, to pasek sklejony w taki sposób, ze jest wstega

Mobiusa, a wiec powierzchnia jednostronna. Czyli

- plaszczyzna eliptyczna jest sklejeniem kola i wstegi Mobiusa, jest zatem

powierzchnia jednostronna, a wiec takze nieorientowalna·

Kolejne dwa rysunki pokazuja, ze

- na plaszczyznie eliptycznej nie jest spelniona pierwsza cecha przystawania

trójkatów.

Na rysunkach tych prosta podzielono na trzy równe czesci punktami A, B

i G (kazda z czesci ma wiec dlugosc ~). Nastepnie z A i z B zatoczono okregi

promieniem~. Okregi te przecinaja sie w trzech punktach: jednym jest G,
a jeden z pozostalych oznaczmy D. Trójki ABG i ABD spelniaja zalozenia

pierwszej cechy przystawania trójkatów, a nie spelniaja jej tezy (chocby

dlatego, ze punkty A, B i G leza na jednej prostej, a punkt D na niej nie lezy).

Rozsuwajac punkty A i B (rys. 9), otrzymujemy inny przyklad: trójki ABD
i ABP - tu o tym, ze nie moga byc przystajace, swiadczy fakt, iz lamana ABD

rozcina plaszczyzne eliptyczna, a lamana ABP nie.

Ciekawych wlasnosci izometrii tej plaszczyzny (czyli przeksztalcen nie

zmieniajacych odleglosci) jest wiecej. Na przyklad

- kazde podobienstwo plaszczyzny eliptycznej jest izometria (kazde bowiem

przeksztalca proste na proste, a te wszystkie maja te sama dlugosc; skala

podobienstwa musi wiec byc równa l).

Kolejna osobliwosc daje spostrzezenie, iz

- wszystkie prostopadle do danej prostej przecinaja sie w jednym punkcie

(rys. 10).

Bez wiekszego trudu stwierdzamy wobec tego, ze kazda symetria osiowa jest

symetria srodkowa (rys. 11 i 12). Na koniec zadanie trudniejsze dla Czytelników

zacheconych modelowym badaniem plaszczyzny eliptycznej:

- kazda izometria. plaszczyzny eliptycznej jest obrotem (z czego wynika

w szczególnosci, ze obracajac model, dokonywalismy wszelkich mozliwych

izometrii) .

N a.tychmiast uzyskuje sie stad moral, ze

- kazda izometria ma punkt staly i prosta stala.

Oczywiscie, takich spostrzezen mozna poczynic jeszcze bardzo, bardzo wiele.

c

x

x

c

D

Rys. 8

Rys.7

Rys. 6

Rys. 5

Rys.4

Rys. 9 Rys. 10 Rys. 11 Rys. 12

13


